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 الرحيم(الله الرحمن  )بسم

 

  إِنَّمَا قُلْ هَلْ يَسْتَوِي الَّذِينَ يَعْلَمُونَ وَالَّذِينَ لَا يَعْلَمُونَ   }

 {  الْأَلْبَابِ أُولُو يتََذَكَّرُ 

 (9)الزمر:                                                                        

 -صدق الله العلي العظيم   -
  



 

ج 

 



 

د  

  الإهــــــداء...

الى منااااال العلااام والممااااا االأاااالذ الى ا ماااي الاااذي  لااام ااتعلمااا  الى  ااايد ا لااا  الى ا اااولنا    

 ...الكريم  يدنا محمد صلذ الله  ليه واله و لم 

إلى من  عذ وشقذ  نعم بالراحة والهناء الاذي   يبلال بءايء مان أفال في عاي   لريا  النياا  الاذي 

 .. لمنا أن نرتقي  لم الحيال بحكمة وصبر الى والدي العزيز.

 من قلبها الاذ والدتي الغالية… يمل العااء الى من حاكت  عافيتي بخيوط منسوفة الى الينبوع الذي لم

إلى من  لمونا حرو اً من ذهب وكلمات من فياا و بااات من أسمذ وأفلذ  بااات   العلام إلى 

 ..من صاغوا لنا   لمهم حرو اً ا اتذتي الم زاء .

  اهدي هذا الجهد ااتواضع….. ….. 



 

ه  

 الشكر والتقدير

من فيوا ي الحكمة و دافي الرأي ان نتوفه بااقاا المول بالءكر والعر ان الى خال  ا ل  وباائ النسمة 

 من  لينا بجوهرل لم نظير لها ألم وهي العقل. الله أذ

(  هو ااعلم المول ومرشدنا الى لري  الح  والهداية كما  محمد ) القا مواار ل  أبي والى خاتم النبي  

ي ذ( الأ. ا. في. ملأالذ  لي) الدكتوا الم تاذ لذ هذا البحث  بجزيل الءكر الى مءر اتوفه 

 يوماً بيوا توفيهياً وإاشافييا  نتج هذه الثمرل كما لم يلوتني ان اتقدا بالءكر الى  مافيل كلية  ني زم

وا اتذتنا كا ة الذين مدوا يد العون وكانوا كالجندي المجهول  هم   الرياضياتالتربية وائا ة قسم 

 النوا الذي اضاء لريقي….
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 الفصل الأول 

 [ 1] المقدمة 1-1

التفاضلية أساسية لفهم كثير من المسائل الفيزيائية والرياضية المهمة، لقد أدرك    المعادلاتإن  

الجسيمات  لحركة  دراسته  في  المعادلات  استخدم  إذ  عشر  السابع  القرن  في  نيوتن  اسحاق  ذلك 

البحتة  الرياضيات  في  المهمة  المواضيع  من  التفاضلية  المعادلات  تعتبر  السماوية،  والأجرام 

والهندسية،   الرياضية  العلوم  بين  الرابط  وهي  الكهربائية والتطبيقية  الهندسة  مواضيع  تخلو  فلم 

لحل   عامة  رياضية  طرق  توجد  لا  التفاضلية.  المعادلات  أنواع  من  والإنشائية  والميكانيكية 

المعادلات  من  خاصة  مجموعة  على  تعميمها  يمكن  الطرق  بعض  وهناك  التفاضلية،  المعادلات 

التفاضلية، حتى الطرق العددية وطريقة العناصر المنتهية ليستا طرق عامة لحل جميع المعادلات 

 التفاضلية في كل الشرائط. 

والهندسية  الفيزيائية  العلوم  فهم  في  تستخدم  نيوتن  عهد  منذ  التفاضلية  المعادلات  زالت  وما 

في والكيميائية والحيوية بالإضافة إلى مساهمتها في دراسة التحليل الرياضي وامتدت استخداماتها  

العلوم الاقتصادية والاجتماعية وتطورت المعادلات التفاضلية وتزايدت أهميتها في جميع مجالات 

   العلوم وتطبيقاتها.

 [ 3] المعادلات التفاضلية: 1-2

تستخدم   مجهولة  لدالة  )تفاضلات(  مشتقات  على  تحتوي  معادلات  هي  التفاضلية  المعادلات 

انتقال   الأجسام،  حركة  مثل  والفيزيائية  الطبيعية  الظواهر  من  العديد  لوصف  المعادلات  هذه 

 الحرارة، انتشار الأمراض، التيارات الكهربائية وغير ذلك. 

 يوجد نوعان رئيسيان من المعادلات التفاضلية: 

 : (ODEs)( المعادلات التفاضلية العادية 1

  تحتوي على مشتقات بالنسبة لمتغير مستقبل واحد 

مثال:  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 3𝑥2 



 

 

 : (PDEs)( المعادلات التفاضلية الجزئية 2

 تحتوي على مشتقات بالنسبة لأكثر من متغير مستقل 

مثال:  
𝜕𝑢

𝜕𝑡
=∝

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 

 أنواع الحلول: ( 3

 أ( الحل التحليلي: باستخدام التكامل أو الطرق الرمزية. 

ب( الحل العددي: عند صعوبة الحل التحليلي نستخدم الطرق العددية والتي سوف نتعرف عليها في 

 الفصول القادمة.

 [1] : (PDE)المعادلات التفاضلية الجزئية   1-3

 هي معادلات تحتوي على مشتقات جزئية لدالة مجهولة تعتمد على متغيرين مستقلين أو أكثر. 

𝟕مثال:  
𝝏𝒛

𝝏𝒙
+ 𝟖

𝝏𝒛

𝝏𝒚
= 𝟎 

 (ODE)الفرق بين المعادلات التفاضلية الجزئية والعادية  

 النوع  المشتقات  عدد المتغيرات المستقلة 

 ODE مشتقات عادية  متغير مستقل واحد 

 PDE جزئية مشتقات   متغيران أو أكثر 

 أشهر أنواع المعادلات التفاضلية الجزئية: 

 (Laplace Equation)معادلة لابلاس  -1

 (Poisson's Equation)معادلة بواسون  -2

 (Heat Equation)معادلة الحرارة  -3



 

 

 (Wave Equation)معادلة الموجة   -4

 طرق حل المعادلات التفاضلية الجزئية: 

 فصل المتغيرات  -1

 تحويلات فوريه أو لابلاس  -2

 طرق عددية مثل الفروق المحددة  -3

 [ 3] تصنيف المعادلات التفاضلية الجزئية  1-4

الجزئية   التفاضلية  المعادلات  الطريقة   (PDE)تصنيف  واختيار  طبيعتها  لفهم  مهمة  خطوة  يعد 

 المناسبة لحلها. تصنف بناء على عدة معايير: 

 : (Order)التصنيف حسب الرتبة  -1

 يعتمد على أعلى مشتقة جزئية موجودة في المعادلة:

,𝑎(𝑥  رتبة أولى 𝑦)
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑏(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑐(𝑥, 𝑦)  

𝐴    رتبة ثانية
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 + 2𝐵
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝐶

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 + ⋯ = 0  

 : (Linearity)التصنيف حسب الخطية  -2

 ومشتقاتها من الدرجة الأولى : جميع الحدود تحتوي على الدالة (Linear)خطية 

مثال:  
𝜕𝑢

𝜕𝑡
=

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 

خطية   أو (Nonlinear)غير  أعلى  بدرجات  يظهرون  مشتقاته  أو  التابع  المتغير  مضروبين   : 

)ببعضهم مثلاً:  
𝜕𝑢

𝜕𝑥
)

2
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑦
  

 



 

 

 التصنيف حسب الشكل: )للدرجة الثانية(  -3

 (Discriminant)جداً لفهم سلوك الحل ويعتمد على المميز  مهم  

𝐷 = 𝐵2 − 𝐴𝐶 

 حيث المعادلة تكتب عادة كالتالي:

 𝐴
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 2𝐵

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝐶

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+ ⋯ = 0 

 [2] الطرق العددية: 1-5

حلول   لإيجاد  تستخدم  رياضية  تقنيات  هي  العددية  التي    تقريبيةالطرق  الرياضية  للمسائل 

يصعب أو يستحيل حلها بشكل دقيق )تحليلي(. يتم تنفيذ هذه الطرق عادة باستخدام الحاسوب لأنها 

 تعتمد على التكرار والحسابات الكثيرة. 

 أهداف الطرق العددية: 

ً  الحلول:  تقريب  عندما لا يكون الحل الدقيق ممكنا

 في المسائل المعقدة التي تستغرق وقتاً طويلاً باستخدام الطرق التقليدية  تسريع الحل:

 استخدام الحواسيب لحل المعادلات أو تحليل البيانات.  تمكين الحل الآلي: 

 أنواع الطرق العددية الشائعة: 

 النوع  الاستخدام

 طريقة نيوتن

 القطعطريقة  
 حل المعادلات غير الخطية

 طريقة جاوس  

 سايدل   –طريقة جاوس  
 حل أنظمة المعادلات الخطية

 التكامل العددي طريقة شبه المنحرف



 

 

 طريقة سمبسون

 الاشتقاق العددي تقريب المشتقات باستخدام الفروق المحدودة

 طريقة اويلر

 كوتا   –طريقة رانج 
 حل المعادلات التفاضلية

 

 مميزات الطرق العددية: 

 يمكن استخدامها مع الحواسيب. ❖

 تعطي نتائج دقيقة بما يكفي في كثير من التطبيقات. ❖

 مرنة وتصلح لمجموعة كبيرة من المسائل  ❖

 عيوب الطرق العددية: 

 الحل تقريبي وليس دقيقاً تماماً.  ❖

 تحتاج إلى معرفة بكيفية تحليل الخطأ والتقارب.  ❖

    بعض الطرق قد تكون غير مستقرة أو بطيئة.  ❖

 في الفصول التالية سوف نتناول الطرق العددية لحل المعادلات التفاضلية الجزئية. 

  



 

 

   الفصل الثاني

 Method of Characteristics [4 ]طريقة المميزات   2-1

الجزئية   التفاضلية  المعادلات  لحل  الأساسية  الطرق  من  واحدة  هي  المميزات    (PDEs)طريقة 

النوع   من  تلك  معادلات خاصة  لحل  رئيسي  بشكل  الطريقة  هذه  تستخدم  الخطية.  شبه  أو  الخطية 

رة الرئيسية وراء هذه الطريقة هي تحويل  كالف  (First – Order PDE)تفاضلية من النوع الأول  

 يمكن حله بسهولة.  (ODEs)الجزئية إلى نظام من المعادلات التفاضلية العادية  المعادلة التفاضلية

 الخطوات الأساسية لاستخدام طريقة المميزات: 

 صيغة المعادلة التفاضلية الجزئية: نفترض ان المعادلة العامة من النوع الأول تعطى كالتالي:  -1

𝑎(𝑥, 𝑦, 𝑢)
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑏(𝑥, 𝑦, 𝑢)

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑢) 

𝑢حيث   = 𝑢(𝑥, 𝑦)  .هو الحل المطلوب 

المعادلات   -2 من  نظام  إلى  الجزئية  التفاضلية  المعادلة  بتحويل  نقوم  المميزات:  نظام  إنشاء 

 . (ODEs)التفاضلية العادية 

يكون على الشكل:    تنظام المميزا
𝑑𝑥

𝑎
=

𝑑𝑦

𝑏
=

𝑑𝑢

𝑐
 

,𝑑𝑥حيث   𝑑𝑦, 𝑑𝑢  تمثل التغيرات في𝑢, 𝑦, 𝑥  .على طول المميزات 

 حل نظام المميزات: نقوم بحل النظام السابق باستخدام التكامل أو الطرق العددية المناسبة.  -3

,𝑢يمكن أن ينتج عن الحل دوال تعبرّ عن   𝑦, 𝑥  ًمثلا( بدلالة وسيط جديدt ) 

إعادة صياغة الحل: باستخدام الحلول الناتجة من نظام المميزات بإعادة صياغة الحل  لإيجاد   -4

,𝑢(𝑥التعبير العام لـ 𝑦). 

 



 

 

: حل المعادلة:  (1)مثال
𝝏𝒖

𝝏𝒙
+

𝝏𝒖

𝝏𝒚
= 𝟎 

 الحل: نعيد كتابة المعادلة بالشكل 

1
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 1

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0  

𝑐هنا:   = 0 , 𝑏 = 1 , 𝑎 = 1 

  المميزات يكون:نظام 
𝜕𝑥

1
=

𝜕𝑦

1
=

𝜕𝑢

0
 

من  
𝜕𝑥

1
=

𝜕𝑦

1
 تحصل على:  

 𝑥 − 𝑦 = 𝐶1    حيث(𝐶1  )ثابت 

من  
𝜕𝑢

0
= 𝑢نحصل على   0 = 𝐶2  حيث(𝐶2  )ثابت 

 الحل العام يكون: 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥 − 𝑦)  

 عسفية تحددها شروط البداية أو الحدود هي دالة ت  𝑓حيث  

: حل المعادلة التفاضلية الجزئية:  (2)مثال
𝝏𝒖

𝝏𝒙
+

𝝏𝒖

𝝏𝒚
= 𝟎  

,𝑢(𝑥مع الشرط الابتدائي:   0) = 𝑒𝑥 

 الحل:  

𝑎المعادلة معطاة في الشكل القياسي:  
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑏

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑐 

𝑐حيث:   = 0, 𝑏 = 1, 𝑎 = 1 



 

 

نحول المعادلة إلى نظام المميزات:  
𝜕𝑥

1
=

𝜕𝑦

1
=

𝜕𝑢

0
 

من  
𝜕𝑥

1
=

𝜕𝑦

1
 نحصل على:  

𝑥 − 𝑦 = 𝐶1    حيث(𝐶1  )ثابت 

من  
𝜕𝑢

0
= 𝑢نحصل على   0 = 𝐶2  

𝑢الحل العام يكون:   = 𝑓(𝑥 − 𝑦)  

,𝑢(𝑥لدينا الشرط الابتدائي:   0) = 𝑒𝑥 

𝑦عندما   = 𝑥يصبح   0 − 𝑦 = 𝑥 

 وبالتالي: 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥 − 0) = 𝑓(𝑥)  

∴ 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥  

∵ 𝑓(𝑥 − 𝑦) = 𝑒𝑥−𝑦  

 الابتدائي هو: فان الحل العام للمعادلة مع الشرط 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥−𝑦  

: حل المعادلة التفاضلية الجزئية:  (3)مثال
𝝏𝒖

𝝏𝒙
+

𝝏𝒖

𝝏𝒚
= 𝒖  مع الشرط الابتدائي𝒖(𝒙, 𝒚) = 𝒙𝟐 

 الحل:

𝑐من الواضح أن:   = 𝑢 , 𝑏 = 𝑥 , 𝑎 = 1 

 نحول المعادلة إلى نظام المميزات باستخدام العلاقة:



 

 

 
𝜕𝑥

𝑎
=

𝜕𝑦

𝑏
=

𝜕𝑢

𝑐
  

𝑐بتعويض القيم:   = 𝑢 , 𝑏 = 𝑥 , 𝑎 =  نحصل على: 1

𝜕𝑥

1
=

𝜕𝑦

𝑥
=

𝜕𝑢

𝑢
  

 من 
𝜕𝑥

1
=

𝜕𝑦

𝑥
 نحصل على  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥 ⇒ 𝑦 =

𝑥2

2
+ 𝐶1  

من  
𝜕𝑥

1
=

𝜕𝑢

𝑢
 نحصل على:  

𝑑𝑢

𝑢
= 𝑑𝑥 ⇒ ln|𝑢| = 𝑥 + 𝐶2  

𝑢 = 𝑒𝑥+𝐶2  

𝑢 = 𝑒𝑥𝑒𝐶2 ⇒ 𝑢 = 𝐶3𝑒𝑥  

 من الخطوتين السابقتين لدينا: 

𝑢 = 𝐶3𝑒𝑥   ,    𝑦 =
𝑥2

2
+ 𝐶1  

,𝑦بدلالة  𝑢ثابتان مرتبطان وبالتالي يمكن التعبير عن   𝐶3و 𝐶1نلاحظ أن   𝑥 

𝐶1من   = 𝑦 −
𝑥2

2
 نحصل على:  

𝑢 = 𝑓 (𝑦 −
𝑥2

2
) 𝑒𝑥  

,𝑢(𝑥الشرط الابتدائي:   0) = 𝑥2   عندما𝑦 =  تصبح العلاقة: 0

𝑢(𝑥, 0) = 𝑓 (0 −
𝑥2

2
) 𝑒𝑥 = 𝑥2  



 

 

𝑓إذن:  (−
𝑥2

2
) 𝑒𝑥 = 𝑥2 

 𝑒𝑥بقسمة الطرفين على  

𝑓 (−
𝑥2

2
) = 𝑥2𝑒−𝑥  

𝑧بالتعويض بـ   =
𝑥2

2
 نجد أن:  

𝑓(𝑧) = (−2𝑧)𝑒√−2𝑧  

 في الحل العام وبالتالي:  𝑓نعوض الدالة 

𝑢(𝑥, 𝑦) = (−2 (𝑦 −
𝑥2

2
)) 𝑒

√−2(𝑦−
𝑥2

2
)
 𝑒𝑥  

𝑢(𝑥, 𝑦) = −2 (𝑦 −
𝑥2

2
) 𝑒

𝑥+√−2(𝑦−
𝑥2

2
)
  

 Finite Difference Method – FDM  [5 ] طريقة الفروق المحدودة 2-2

الجزئية   التفاضلية  المعادلات  لحل  شائع  بشكل  تستخدم  المحدودة  الفروق  تعتمد    (PDEs)طريقة 

واستبدالها   (Difference Expression)المشتقات الجزئية باستخدام تعبيرات فرق    تقريب على  

 بالمعادلة الأصلية للحصول على معادلات خطية أو غير خطية يمكن حلها عددياً. 

 الأساسية:  الفكرة

 من النقاط  (Grid)تقسيم المجال الذي تعرف عليه المعادلة إلى شبكة 

 المشتقات الجزئية في المعادلة باستخدام صيغ الفرق:  ثم تقريب 

 (𝑡∆)المشتقات الزمنية: باستخدام خطوات زمنية صغيرة 

,𝑥∆)المشتقات المكانية: باستخدام خطوات مكانية صغيرة  ∆𝑦) 



 

 

 [ 4] أمثلة على تقريبات الفروق: 2-3

 : (Derivative First)المشتقة الأولى  

 : (Difference Forward)تقريب للأمام 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
≈

𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖

∆𝑥
 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
≈

𝑢𝑖 − 𝑢𝑖−1

∆𝑥
 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
≈

𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖−1

∆𝑥 ∗ 2
 

 : (Derivative Second)المشتقة الثانية  

 تقريب مركزي

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
≈

𝑢𝑖+1 − 2𝑢𝑖 + 𝑢𝑖−1

∆𝑥2
 

 FDMخطوات حل المعادلة التفاضلية الجزئية باستخدام 

 صياغة المعادلة التفاضلية الجزئية: لنأخذ معادلة الحرارة كأحد الأمثلة  -1

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=∝

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
 

 تقسيم المجال: قم بتقسيم المجال الزمني إلى خطوات:  -2

∆𝑡   بفاصل زمني     𝑡°, 𝑡1, … , 𝑡𝑛  

 المجال المكاني إلى نقاط: قسم 

∆𝑥   بفاصل مكاني    𝑥°, 𝑥1, … , 𝑥𝑚  



 

 

 تقريب المشتقات: المشتقة الزمنية  -3

𝜕𝑢

𝜕𝑡
≈

𝑢𝑖
𝑛+1 − 𝑢𝑖

𝑛

∆𝑡
 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
≈

𝑢𝑖
𝑛+1 − 2𝑢𝑖

𝑛 + 𝑢𝑖−1
𝑛

∆𝑥2
 

الفروق    -4 باستخدام  تقريبها  تم  التي  المشتقات  استبدل  الأصلية:  المعادلة  في  المشتقات  استبدال 

 المحددة في المعادلة الأصلية، على سبيل المثال إذا كانت معادلة الحرارة هي: 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=∝

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
 

𝑢𝑖
𝑛+1 − 𝑢𝑖

𝑛

∆𝑡
=∝

𝑢𝑖
𝑛+1 − 2𝑢𝑖

𝑛 + 𝑢𝑖−1
𝑛

∆𝑥2
 

𝑢𝑖
𝑛+1 = 𝑢𝑖

𝑛 + 𝜆(𝑢𝑖+1
𝑛 − 2𝑢𝑖

𝑛 + 𝑢𝑖−1
𝑛 ) 

 جبرية في الشكل: حل المعادلة العددية: بعد استبدال المشتقات تحصل على معادلة  -5

𝑢𝑖
𝑛+1 = 𝑢𝑖

𝑛 + 𝜆(𝑢𝑖+1
𝑛 − 2𝑢𝑖

𝑛 + 𝑢𝑖−1
𝑛 ) 

التكرار عبر الزمن: يتم تكرار العملية الزمنية لحساب القيم في المراحل الزمنية التالية، تبدأ من   -6

𝑢𝑖الحالة الابتدائية  
 )القيم الأولية( وتستخدم المعادلة لتحديث القيم في كل خطوة زمنية.  °

 𝑡𝑚تتكرر هذه العملية لكل خطوة زمنية حتى الوصول إلى الزمن المطلوب  

كبيرة    𝜆كون المعادلة غير مستقرة أو كانت قيمة  اعتبارات الاستقرار: في بعض الحالات قد ت  -7

 بحيث تحقق الاستقرار.  𝑡∆و 𝑥∆جداً. لحل هذه المشكلة يجب اختبار قيم مناسبة للخطوات  

 لضمان الاستقرار.  0.5أقل من أو تساوي   𝜆على سبيل المثال في معادلة الحرارة ينصح بأن تقول  



 

 

التحقق من الدقة: يمكن مقارنة النتائج المحسوبة مع حلول تحليلية )إن وجدت( أخرى للتحقق    -8

 من دقة الطريقة. 

 (𝑡∆)وتقليل الخطوات الزمنية   (𝑥∆)شبكة  يمكن أيضاً تحسين دقة الحل بزيادة عدد النقاط في ال

 حيث:  FDMمثال: حل معادلة الحرارة باستخدام طريقة الفروق المحددة 

𝜕𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
=∝

𝜕2𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2   

 ∝=  هو معامل الانتقال الحراري 0.01

 ∆𝑥 =  الخطوة المكانية  0.1

 ∆𝑡 =  الخطوة الزمنية  0.01

 الشروط الابتدائية 

 𝑢(𝑥, 0) = 𝑆𝑖𝑛(𝜋𝑥)   حيث𝑥 ∈ [0,1] 

,𝑢(0:  الحدود 𝑡) = 𝑢(1, 𝑡) 

 الحل:

 نقسم المجال المكاني والزماني 

𝑥𝑖 = 𝑖∆𝑥  , 𝑖 = 0,1,2, … …  المجال المكاني:       10.

𝑥𝑖 = 0 , 𝑥1 = 0.1 , 𝑥2 = 0.2, … … … , 𝑥10 = 1  

𝑡𝑛 = 𝑛∆𝑡  , 𝑛 = 0,1,2,3, … …  المجال الزمني:       .…

𝑡° = 0 , 𝑡1 = 0.01 , 𝑡2 = 0.02, … … …  

 باستخدام العلاقة:𝜆 حسب قيمة ن 



 

 

𝜆 =
∝∆𝑡

(∆𝑥)2 =
0.01×0.01

(0.1)2 =
0.0001

0.01
= 0.01  

,𝑢(𝑥نحسب قيم    باستخدام (0

𝑢(𝑥, 0) = 𝑆𝑖𝑛(𝜋𝑥)  

𝑢(0,0) = 𝑆𝑖𝑛(0) = 0  

𝑢(0.1,0) = 𝑆𝑖𝑛(𝜋 × 0.1) ≈ 0.309  

𝑢(0.2,0) = 𝑆𝑖𝑛(𝜋 × 0.2) ≈ 0.588  

𝑢(0.3,0) = 𝑆𝑖𝑛(𝜋 × 0.3) ≈ 0.809  

𝑢(0.4,0) = 𝑆𝑖𝑛(𝜋 × 0.4) ≈ 0.951  

𝑢(0.5,0) = 𝑆𝑖𝑛(𝜋 × 0.5) ≈ 1  

𝑢(0.6,0) = 𝑆𝑖𝑛(𝜋 × 0.6) ≈ 0.951  

𝑢(0.7,0) = 𝑆𝑖𝑛(𝜋 × 0.7) ≈ 0.809  

𝑢(0.8,0) = 𝑆𝑖𝑛(𝜋 × 0.8) ≈ 0.588  

𝑢(0.9,0) = 𝑆𝑖𝑛(𝜋 × 0.9) ≈ 0.309  

𝑢(1,0) = 𝑆𝑖𝑛(𝜋 × 1) ≈ 0  

 نطبق معادلة الفروق المحددة

𝑢𝑖
𝑛+1 = 𝑢𝑖

𝑛 + 𝜆(𝑢𝑖+1
𝑛 − 2𝑢𝑖

𝑛 + 𝑢𝑖−1
𝑛 )  

 الآن سنقوم بحساب القيم الزمنية التالية باستخدام هذه المعادلة 

°𝑡الخطوة الزمنية الأولى )من   = 𝑡1إلى  0 = 0.01 ) 

𝑢𝑖نبدأ بحساب  
 )نستثني النقاط الحدودية لأن قيمتها صفر(  9إلى   1من  𝑖لكل   1

𝑖عند   = 1    (𝑥 = 0.1) 

𝑢1
1 = 𝑢1

0 + 0.01(𝑢2
0 − 2𝑢1

0 + 𝑢0
0)  



 

 

𝑢1
1 = 0.309 + 0.01(0.588 − 0.618) = 0.306  

𝑖عند   = 2    (𝑥 = 0.2) 

𝑢2
1 = 𝑢2

0 + 0.01(𝑢3
0 − 2𝑢2

0 + 𝑢1
0)  

𝑢2
1 = 0.588 + 0.01(0.809 − 1.176 + 0.309) = 0.5822  

𝑖عند   = 3    (𝑥 = 0.3) 

𝑢3
1 = 𝑢3

0 + 0.01(𝑢4
0 − 2𝑢3

0 + 𝑢2
0)  

𝑢3
1 = 0.809 + 0.01(0.951 − 1.618 + 0.588) = 0.8011  

 التالية باستخدام نفس المعادلة عبر الخطوات الزمنية المتعاقبة وهكذا نقوم بحساب القيم الزمنية 

قيم    النتيجة: على  سنحصل  الزمن  عبر  الحسابية  العمليات  تكرار  𝑢𝑖بعد 
𝑛    المكانية الشبكة  عبر 

 والزمانية والتي تمثل الحل العددي لمعادلة الحرارة

 

يوضح الرسم تطور توزيع   الفروق المحددة 

 درجة الحرارة بمرور الزمن
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 الفصل الثالث 

 [ 6] (Successive Over – Relaxation, SOR)طريقة التراخي الزائد  3-1

جاوس   لطريقة  تحسين  الجزئية   (Gauss – Seidel)سايدل    –هي  التفاضلية  المعادلات  لحل 

التراخي   عامل  باستخدام  التقارب  تسريع  إلى  الطريقة  هذه  التحديث    (𝜔)تهدف  تعديل  يتم  حيث 

 للقيم الداخلية للشبكة لتحقيق حل عددي أسرع. 

 المعادلة المستخدمة: 

كان له    إذا  يرمز  معينة  نقطة  عند  على    𝑢𝑖.𝑗الحل  تكتب  الزائد  التراخي  في طريقة  المعادلة  فان 

 الشكل التالي:

𝑢𝑖,𝑗
(𝑘+1)

= (1 − 𝜔). 𝑢𝑖,𝑗
(𝑘)

+
𝜔

4
(𝑢𝑖+1,𝑗

(𝑘)
+ 𝑢𝑖−1,𝑗

(𝑘+1)
+ 𝑢𝑖,𝑗+1

(𝑘)
+ 𝑢𝑖,𝑗−1

(𝑘+1)
) 

 𝑢𝑖,𝑗
(𝑘+1)

,𝑖): القيمة الجديدة للنقطة    𝑗) 

 𝑢𝑖,𝑗
(𝑘)

,𝑖): القيمة القديمة للنقطة    𝑗) 

 𝜔   عامل التراخي :(Factor of Relaxation) 

1إذا كان  < 𝜔 <  : تسريع التقارب 2

𝜔إذا كان  =  سايدل  –: تحول الطريقة إلى جاوس 1

0إذا كان  < 𝜔 <  : تباطؤ التقارب1

 [ 6]  خطوات الحل بطريقة التراخي الزائد: 3-2

 صياغة المعادلة التفاضلية الجزئية: على سبيل المثال معادلة لابلاس:  -1

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0 



 

 

𝑢𝑖,𝑗 =
1

4
(𝑢𝑖+1 + 𝑢𝑖−1,𝑗 + 𝑢𝑖,𝑗+1 + 𝑢𝑖,𝑗−1) 

نقطية    -2 شبكة  إنشاء  الشبكة:  𝑁إعداد  × 𝑀    الحدودية القيم   Conditions)وتحديد 

Boundary). 

تقريبي    -3 بحل  ابدأ  التراخي:  عامل  مع  نقطة   (Initial Guess)التكرار  كل  في  القيم  حدث 

 باستخدام المعادلة أعلاه مع عامل التراخي. 

عتبة صغيرة   -4 من  أقل  والقديمة  الجديدة  القيم  بين  الفرق  يصبح  حتى  الخطوات  كرر  التقارب: 

(𝜖) 

Note : 

   1.9و   1.1عادة تعتبر قيم بين المثلى تعتمد على المشكلة،  𝜔قيمة   •

 تؤدي إلى عدم استقرار الحل   2القيم التقريبية من  •

مثال: جد حل معادلة لابلاس في بعدين:  
𝝏𝟐𝒖

𝝏𝒙𝟐 +
𝝏𝟐𝒖

𝝏𝒚𝟐 = 𝟎 

 مع الشروط الحدودية 

𝑢(𝑥, 0) = 0 , 𝑢(𝑥, 2) = 100  

𝑢(0, 𝑦) = 0 , 𝑢(2, 𝑦) = 100  

 الحل:

3الشبكة هي   × 3 

 تمثيل الشبكة: 

 𝑗 = 0 𝑗 = 1 𝑗 = 2 

𝑖 = 0 0 0 0 

𝑖 = 1 0 𝑢1,1 100 

𝑖 = 2 100 100 100 



 

 

 هي النقطة الداخلية الوحيدة التي يجب حسابها 𝑢1,1النقطة  

𝑢𝑖,𝑗
(𝑘+1)

= 𝑢𝑖,𝑗
(𝑘)

+ 𝜔 (
1

4
(𝑢𝑖+1,𝑗

(𝑘)
+ 𝑢𝑖−1,𝑗

(𝑘+1)
+ 𝑢𝑖,𝑗+1

(𝑘)
+ 𝑢𝑖,𝑗−1

(𝑘+1)
) − 𝑢𝑖,𝑗

(𝑘)
)  

𝑘حساب الدورة الأولى   = 0 

𝑢1,1
(1)

= 𝑢1,1
(0)

+ 𝜔 (
1

4
(𝑢2,1

(0)
+ 𝑢0,1

(0)
+ 𝑢1,2

(0)
+ 𝑢1,0

(0)
) − 𝑢1,1

(0)
)  

𝑢1,1 = 0 + 1.5 (
1

4
(100 + 0 + 100 + 0) − 0) = 75  

𝑘 الدرجة الثانية   = 1 

𝑢1,1حساب 
(2)

 

𝑢1,1
(2)

= 𝑢1,1
(1)

+ 𝜔 (
1

4
(𝑢2,1

(1)
+ 𝑢0,1

(1)
+ 𝑢1,2

(1)
+ 𝑢1,0

(1)
) − 𝑢1,1

(1)
)  

𝑢1,1 = 75 + 1.5 (
1

4
(100 + 0 + 100 + 0) − 75) = 37.5  

بين   الفرق  يكون  عندما  )أي  التقارب  شرط  يتحقق  حتى  دورة  كل  في  نفسها  الخطوات  تتكرر 

𝑢1,1 القيمتين 
(𝑘+1)

𝑢1,1و 
(𝑘)

𝜖أصغر من حد معين مثل    = 0.01 ) 
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