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 المحسنٌن .

 واتمدم بخالص شكري وتمدٌري لجمٌع اساتذتً فً لسم الرٌاضــٌات 

 كلٌة التربٌة  / جامعة مٌسان 

 

 

 

 

 

 

 

 ثالباح                                                                        

 محمد حسن شنٌن                                                                        



 

 ........ )الرحمن ربً(الى من استنشك الوجود ذرات حبه ورحمته 

 ...... )النبً وآله(طهٌر الى من اذهب الله عنهم الرجس وطهرهم ت

 

 الى معنى الحب والحنان ...الى ملاكنا فً الحٌاة                

 الى اروع النساء فً الوجود...... الى اجمل ابتسامات فً الحٌاة        

 ....... ) أمهاتنا الغالٌات(إلى من كان دعائهن سر نجاحنا وحنانهن بلسم جراحنا  

 

 الى من علمونا العطاء دون انتظار ........هٌبة والولار الى من كللهم الله بال 

 أبائنا الأعزاء( ........).الى من نحمل أسمائهم بكل فخر            

 

 أخوتنا واصدلائنا().. ...... الى من نشد بهم ازرنا عنوان المحبة       

 

 الأفاضل ( ........ ) أساتذتناالى صانعً الاجٌال وبناة المجتمع ومنبع العطاء  

 

 نهدي هذا الجهد المتواضع

 

 

 

 

 

 



 

تكلمنا عن تعرٌؾ وجبر كثٌرات . ، فً الفصل الأول ,ثلاثة فصولهذا البحث  نتناول فً

ومعاملات ولابلٌة المسمة وعدم لابلٌة الاختزال والتحلٌل ونظرٌة البوالً لكثٌرات  الحدود

ٌتم تمدٌم ممدمة الى كثٌرات الحدود لبرنشتاٌن وبعد ذلن تتم واما الفصل الثانً الحدود , 

دراسة اهم خصائص كثٌرات حدود برنشتاٌن وكونها تعرٌفا تكرارٌا لكثٌرات حدود 

برنشتاٌن هً : رفع الدرجة , وتشكٌل كثٌرات حدود برنشتاٌن تمسٌما للوحدة , والتحوٌل 

س , وان كثٌرات حدود برنشتاٌن جمٌعها ؼٌر سالبة , من اساس برنشتاٌن الى اساس الا

 . والمشتمات , وتمثٌل مصفوفً لكثٌرات حدود برنشتاٌن

اما الفصل الثالث فٌحتوي على اثباتات متعددات حدود برنشتاٌن وامثلة حول كثٌرات  

 الحدود .
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  [1] ممدمةم/ 

 

 

باستعراض التمدم التارٌخً والوضع المعاصر للنظرٌة  بدأت دراسة أساس كثٌرات حدود برنشتاٌن

والخوارزمٌات وتطبٌك طرٌمة كثٌرات الحدود للمجالات المحدودة. لدّمها فً البداٌة س. ن. برنشتاٌن 

لتسهٌل إثبات مبرهنة تمرٌب فاٌرستراس، إلا أن معدل التمارب البطًء لتمرٌبات كثٌرات حدود 

 ى اختفائها، حتى ظهور الحواسٌب الرلمٌة.برنشتاٌن للدوال المتصلة أدى إل

 

تحظى بالاستخدام الشائع كوسٌلة متعددة الجوانب لإنشاء الأشكال الهندسٌة والعمل  بدأت صٌؽة برنشتاٌن

علٌها بشكل بدٌهً. وفً الولت نفسه، شجعت على تطوٌر النظرٌات الأساسٌة، وتحدٌد خصائصها 

الممتازة فً الاستمرار العددي، وتنوع تطبٌماتها بشكل متزاٌد، وخوارزمٌات تكرارٌة بسٌطة وفعالة، مع 

 لسعً إلى الاستفادة من لوة الحواسٌب فً تطبٌمات التصمٌم الهندسً.ا

 

لدم كارل فاٌرستراس أول برهان لنظرٌته )الأساسٌة( فً التمرٌب باستخدام كثٌرات الحدود الجبرٌة 

. كان هذا البرهان مهمًا لتطوٌر نظرٌة التمرٌب. كان البرهان طوٌلًا ومعمدًا، ولاد ٥٨٨١والمثلثٌة عام 

، صاغ عالم الرٌاضٌات ٥١٥١من علماء الرٌاضٌات إلى إٌجاد براهٌن أبسط وأكثر فائدة. فً عام نخبة 

 الروسً سٌرجً ن. بٌرنشتاٌن متوالٌة من كثٌرات الحدود، وهً:

 

 كثٌرات حدود بٌرنشتاٌن:

                                Xk (1-x)n-k
 ( 

 
) (

 

 
)   (   )  ∑   

    

(1.3.1) 

 

   N n و    C [0,1] , x    ƒ  [0,1]                                               لأي لٌمة   
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 الفصل الاول
 

 

 

 

 

 

 

 

 



 متعددات الحدود

 

 

 [2] تعرٌؾ وجبر كثٌرات الحدود  (1-1)

 

. كثٌرة الحدود xالمجموعات التً نتناولها فً هذا الفصل هً مجموعات كثٌرات الحدود فً المتؽٌر 

معاملات، وإذا    an,an-1,…, a0، حٌث تسُمى الأعداد مثل anxn+an-1xn-1+… +a₁x+a0النموذجٌة هً 

هً درجة كثٌرة الحدود. سٌكون معظم هذا العمل مألوفاً للطالب من الجبر  n، فإن an  0كانت 

الابتدائً، ولد ٌبدو الكثٌر منه بدٌهٌاً: تكمن أهمٌته مرة أخرى فً أننا نطبك لواعد جبرٌة عادٌة على 

مجموعات أخرى ؼٌر مجموعات الأعداد، حٌث أن عناصرنا هنا هً كثٌرات الحدود. ومن الأهمٌة 

هذا الفصل أننا سنكتشؾ أن جبر كثٌرات الحدود لدٌنا مشابه جدًا لجبر الأعداد الصحٌحة، بمكان فً 

 وبالتالً ٌمكن تطبٌك العدٌد من عملٌات الفصل الرابع.

 

 لد تكون معاملات كثٌرة الحدود عناصر من مجموعات متنوعة: سنعتبرها حالٌاً أعدادًا حمٌمٌة.

 

بطرٌمتٌن. فً الأعمال البسٌطة، عادةً  P(x)≡anxn+an-1xn-1+… +a" فً كثٌرة الحدود xٌمكن تفسٌر "

"دالة كثٌرة حدود"  p(x)لٌمة عددٌة، مما ٌجعل Pٌعطً  p(x)ما نعتبرها رمزًا لعدد ما، وإدراجها فً 

(، باستخدام علامة P(x) = Q(x)، نمول إن x. إذا كان لعدٌدٌن حدودٌٌن نفس المٌمة لمٌمة ما xلـ 

مجرد  xفً الجبر، نبدأ فً التفكٌر فً كثٌرة الحدود كعنصر لائم بذاته، حٌث ٌصبح التساوي. مع تمدمنا 

 = P(x)رمز لٌمته ؼٌر مهمة. تكون كثٌرتا حدود متماثلتٌن فمط إذا كانت معاملاتهما متطابمة، فنكتب 

Q(x) بعلامة التماثل، و(P(x), Q(xلهما نفس المٌم ) ة إذا أعطٌناx  أي لٌمة عددٌة. بما أن اهتمامنا

منصبّ بشكل رئٌسً على كثٌرة الحدود كعنصر من عناصر المجموعة، فإن النهج الثانً من النهجٌن 

"، وهو رمز ٌمكن استبداله بأي رمز xالمذكورٌن أعلاه سٌكون النهج الذي نعتمده فً معظم أعمالنا. "

 آخر أو حتى حذفه فً
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ؼٌر  xفً ظروؾ معٌنة، تسُمى ؼٌر محددة. تكُتب كثٌرات الحدود بأحرؾ كبٌرة، وؼالباً ما ٌحُذؾ 

 Qو Pإذا كانت P ,Q …,المحدد، ولذلن تكُتب عناصر كثٌرات الحدود لدٌنا على النحو التالً:

هذا لا ٌسُبب  باستخدام علامة التساوي بدلًا من علامة المطابمة للتسهٌل. , P = Qمتطابمتٌن، فسنمول إن 

لهما نفس  Qو P، ولٌس أن Qهً نفس كثٌرة الحدود  Pبمعنى أن  P = Qأي لبس، بشرط أن نفسر 

 المٌمة.

 ٌمكننا جمع أو طرح أو ضرب كثٌرات الحدود بالطرٌمة المعتادة. وبالتالً، إذا كانت

 

P ≡ a0 + a1 x + … + an xn , 

 Q ≡ b0 + b1 x + … + bm xm ,  حٌثm ˂ n 

 

 ٌكون لدٌنا 

P Q≡(a0 b0)+(a₁ b₁)x+...+(am b)xm +am+1 xm+1+...+an xn,  

PQ≡ a0 b0 +(aob₁+a₁bo)x+(a0 b2+a1b1+a2+b0)x2 +...+anbmxm+n . 

 

 [2] التعرٌؾ المجرد لكثٌرات الحدود 1)-(2

تجرٌدي تمامًا  بدلاً من الاعتماد على معرفتنا السابمة بالجبر الابتدائً، من المفٌد أن ٌكون لدٌنا تعرٌؾ

لكثٌرات الحدود من حٌث المعاملات، وأن نعُرّؾ عملٌات الجبر من خلال هذا التعرٌؾ. ٌمكننا حٌنها 

إثبات الموانٌن الأساسٌة للجبر مباشرةً من خلال التعرٌؾ، متجنبٌن أي مفاهٌم بدٌهٌة لما ٌجب أن ٌكون 

اننا العمل الابتدائً، لكن التجرٌد ٌجعل صحٌحًا. عندما نصٌػ التعرٌؾ، ٌكون لدٌنا، بالطبع، فً أذه

 العمل مستملاً عنه نظرٌاً.

، بعد واحد معٌن، a(، حٌث كل …, a0 , a1بأنها مجموعة المعاملات المرتبة ) Pنعُرّؾ كثٌرة الحدود 

إلى مجموعات متنوعة، لكنها فً الولت الحالً أعداد حمٌمٌة. من الأنسب  ai ٌساوي صفرًا. لد تنتمً

ؼٌر  aأخذ مجموعة المعاملات اللانهائٌة، بحٌث ٌكون جمٌعها صفرًا باستثناء عدد محدود. إذا كان آخر 

 . )من المتعارؾ علٌه أن d(P)هً درجة كثٌرة الحدود، وتكُتب  n، فإن aiهو  anصفر

d(0,0,0,...)= - ∞ ) 
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  ai – bi))  بانها   p-Qو ( ai+bi)نعرؾ  p+Qتساوٌان   Q = (bi)و  p = (ai) نت إذا كا

 حٌث =      (ciبأنها ) PQتعُرّؾ 

 

(1)                                                                    bs .    ∑                         

 

 

 [2] جبر كثٌرات الحدود 1)-(3

 

نبحث الآن فً مدى لابلٌة تطبٌك الموانٌن الأساسٌة العادٌة للجبر على كثٌرات الحدود. فً معالجة 

دلٌمة، سنثُبت ذلن من التعرٌؾ المجرد أعلاه، ولكننا هنا سنكتفً بالإشارة إلى النتائج، وهً جمٌعها 

 فورٌة إلى حد ما، إما بشكل تجرٌدي أو باستخدام أفكار بدٌهٌة.

 لً وتجمٌعً.الجمع إبدا

( لا تؽٌُر أي كثٌرة حدود أخرى عند إضافتها إلٌها. نسُمً هذا كثٌرة …,0,0الطرح. كثٌرة الحدود )

 ٌعطً صفرًا. Pوله خاصٌة أنه عند إضافته إلى  - P = (-ai)هو  P = (ai)الحدود الصفرٌة. سالب 

 P-Q=P + (-Q).  :ٌنطبك لانون الإلؽاء. P + Q = P + R ⇒ Q = R 

( له …,1,0,0الضرب. وهو أٌضًا عملٌة تبدٌلٌة وتجمٌعٌة، ولوانٌن التوزٌع تنطبك. كثٌر الحدود )

 ، وٌسُمى واحدًا.P، فإنه لا ٌؽٌر Pخاصٌة أنه عند ضربه فً 

 

  PQ = 0 ⇒اما    p=0او  Q=0 . كثٌرات الحدود لٌس لها لواسم صفرٌة، أي أن(1-1ة )مبرهن

  bmو d(p) =n, d(Q)= m,anو b =(ai), Q = (bi)ن كالٌسا صفرًا. إذا  Qو  Pافترض أن 

 .PQ   0، وبالتالً cm+n = anbm   0حٌث  PQ = (ci)لٌسا صفرًا. لكن 

 .d(PQ) = n+mالنتٌجة المترتبة. 
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بشرط أن  PQ= PR⇒ Q=R. لانون الإلؽاء للضرب صحٌح فً كثٌرات الحدود، أي  (1-2) مبرهنة

 .P   0ٌكون 

 

. وبالتالً، Q-R=0أو  P=0، إما 7.1.1، ، وبالتالً، وفماً للمبرهنة P(Q-R)=0 . PQ-PR=0 بالنسبة لـ

 .Q = R، فإن P 0إذا كان 

لٌس له حل دائمًا، مع أنه لد ٌكون له حل فً بعض  PX= Qالمسمة. هذا لٌس ممكناً دائمًا، أي أن 

 الحالات.

 . p = Q = 0لا ٌمكن أن ٌكون هنان أكثر من حل واحد وفماً لمانون الإلؽاء، إلا إذا كان 

 ، ٌكون الحل الوحٌدQ≡1-x2، فلا ٌوجد حل، بٌنما إذا كانت 2Q≡1+x و P≡1+xمثال: إذا كانت 

 X ≡ 1- x . 

الترتٌب والاستمراء: لا توجد طرٌمة بسٌطة لترتٌب مجموعة كثٌرات الحدود، والاستمراء المباشر ؼٌر 

ممكن. ٌمكننا استخدام الاستمراء المعدل على الدرجة، أي نفترض أن النتٌجة صحٌحة لجمٌع كثٌرات 

 .  k + 1، ثم نستنتجها لجمٌع كثٌرات الحدود من الدرجة kالحدود من الدرجة 

صار، نرى أن كثٌرات الحدود ٌمكن جمعها وطرحها وضربها، وأن الواحد واحد، ولا ٌوجد لواسم باخت

صفرٌة. المسمة لٌست ممكنة دائمًا. هذه هً الخصائص الأساسٌة لمجموعة الأعداد الصحٌحة )باستثناء 

ائص مع أن الأخٌرة مرتبة(، وبالتالً نتولع أن تشترن مجموعة كثٌرات الحدود فً العدٌد من الخص

الأعداد الصحٌحة. وهذا صحٌح، وسٌكون هذا الفصل مشابهًا فً جزء كبٌر منه للفصل الرابع. ٌنبؽً 

على المارئ دراسة أوجه التشابه والاختلاؾ بعناٌة، وملاحظة كٌفٌة اعتمادها على الموانٌن الأساسٌة 

 الكامنة. تشُكل كلتا المجموعتٌن ما ٌسُمى "المجال التكاملً".

 [2]  املات كثٌرة الحدودمع 1)-(4

أعدادًا حمٌمٌة، إلا أن هذا لٌس ضرورٌاً بأي  aiعلى الرؼم من أننا اعتبرنا فً المسم السابك المعاملات 

حال من الأحوال. لكً ٌسمح التعرٌؾ المجرد الممدم بالجمع والطرح والضرب، ٌكفً أن تكون 

المعاملات عناصر مجموعة تكون هذه العملٌات ممكنة ضمنها. المجموعات الممكنة هً الأعداد 

أي عدد  مماسة، أو الأعداد المركبة، أو فئات البماٌا الصحٌحة، أو الأعداد الكسرٌة، أو الأعداد الحمٌمٌ

، أي أن المجموعة التً bm 0 ⇒ an bm   0و an  0على أن  7.1.1صحٌح. اعتمد إثبات النظرٌة 

تمع فٌها المعاملات لٌس لها لواسم صفرٌة. وبالتالً، إذا لم ٌكن لمجموعة المعاملات لواسم صفرٌة، 

الحدود علٌها أٌضًا لواسم صفرٌة. ولكن حتى لو كانت مجموعة المعاملات فلن ٌكون لمجموعة كثٌرات 

لابلة للمسمة )مثل الأعداد الحمٌمٌة(، فإن مجموعة كثٌرات الحدود لن تكون كذلن دائمًا. علاوة على 

 ذلن، ستكون مجموعة كثٌرات الحدود دائمًا ؼٌر محدودة، حتى عندما تشُكل المعاملات مجموعة منتهٌة.
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سنرى أنه من المهم تحدٌد المجموعة التً ٌجب أن تنتمً إلٌها المعاملات. إذا كانت مجموعة المعاملات 

 ".A، فإننا نتحدث عن كثٌرات الحدود "على المجموعة Aهً 

 

لاحظ أن مجموعة كثٌرات الحدود تحتوي دائمًا على مجموعة جزئٌة تتصرؾ مثل مجموعة المعاملات، 

 .0وهً جمٌع كثٌرات الحدود من الدرجة 

 

 [2[ .لٌة المسمة وعدم لابلٌة الاختزاللاب 1)-(5

 

داد الأولٌة. وٌنطبك الأمر نفسه كان من أهم المواضٌع فً دراستنا للأعداد الصحٌحة لابلٌة المسمة والأع

 رات الحدود، وتعرٌفاتها متشابهة.لى كثٌع

أو  Qلابل للمسمة على  P. نمول إن P=QRبحٌث ٌكون  Rإذا وُجدت كثٌرة حدود  Pعاملًا لـ  Qٌعُتبر 

ٌساوي صفرًا(. نكتب  Qولا  P. )لا Qعلى  P. هذا ٌعنً بالطبع أنه ٌمكننا لسمة Qأنه من مضاعفات 

Q/P. 

(. بالنسبة لمجموعة الأعداد الصحٌحة، ه)مٌ زّ بدلة بٌن الواحد والوحد حدهو اسم1 ٌسُمى عامل الواحد 

 ، ولكن بالنسبة لكثٌرات الحدود، لد ٌكون هنان أكثر من ذلن. -1و 1كانت الآحاد الوحٌدة هً 

 d(PQ) = d(P)+d(Q): إذا لم ٌكن للمعاملات لواسم صفرٌة، بحٌث ٌكون  (1-3) مبرهنة

(iٌج ).ب أن تكون الوحدة من الدرجة صفر 

(iiتتوافك الوحدات مع الوحدات فً مجموعة المعاملات. وبالتالً، تكون كثٌرة الحدود ) 

 ((u, 0,…)i.e.) U  وحدة إذا وفمط إذا كان العددu .وحدة فً مجموعة المعاملات 

(i إذا كانت )U  وحدة، فإنR  موجودة بحٌث ٌكونUR= 1 ،ًوبالتال . 

d(U)+d(R) = d(UR) = 0 وd(R) ≥ 0 ،ًوبالتال .d(U) = 0. 

(ii( إذا كانت ) u, 0,… وحدة، فٌجب أن تكون )R  لٌكن 0أٌضًا وحدة، وبالتالً تكون درجتها . 

R= (r, 0,…)  ٍ1. عندئذ=ur وبالتالً تكون ،u  وحدة فً مجموعة المعاملات. على العكس من ذلن، إذا

وحدة من مجموعة  U= (u, 0 ,…). وبالتالً، فإن ur 1 = وحدة من مجموعة المعاملات، فإن uكانت 

 . R = (r, 0 ,…) UR = 1كثٌرات الحدود، لأنه إذا كانت 
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بموجب النظرٌة أعلاه، نرى أنه فً مجموعة كثٌرات الحدود على الأعداد الحمٌمٌة، فإن أي كثٌرة حدود 

نفسه، الذي ٌسُتبعد دائمًا(. وبالمثل، بالنسبة لكثٌرات  0ثابت، هً وحدة )باستثناء  ، أي أي3من الدرجة 

الحدود على الأعداد المركبة، وتلن على الأعداد الكسرٌة. بالنسبة لكثٌرات الحدود على الأعداد 

 .1-و 1، فإن الوحدات الوحٌدة هً الصحٌحة

 وحدات من خلال النظرٌات التالٌة.تتضح أهمٌة ال

 

  .Pعامل لـ  UQوحدة، فإن  Uوكان  Pعاملًا لـ  Q: إذا كان  (1-4رهنة )مب

  

، وبالتالً P = UU'QR = (UQ)(U'R). وبالتالً، P=QRبحٌث  R'. وٌوجد UU  1 = ' بحٌثUٌوجد 

UQ  عامل لـP. 

 

 .Pوحدة، فهً عامل لجمٌع كثٌرات الحدود  U: إذا كانت  (1-5) مبرهنة

 .Pعامل لـ فانها   U' وP=(UP) UU,1 = فإذا كانت 

سنتناول لرٌباً الأعداد الأولٌة وتحلٌلها إلى عواملها الأولٌة. ٌتضح من المبرهنات السابمة أنه ٌجب 

تجاهل الآحاد كعوامل محتملة، وأن فرادة التحلٌل إلى عواملها ٌجب ألا تأخذ فً الاعتبار أٌضًا عوامل 

. )كما هو الحال فً البماٌا، نستخدم وحدات مماسدات الوحدة المحتملة. سنستخدم، إن صح التعبٌر، وح

(. كانت هذه التمنٌة نفسها ضرورٌة مع الأعداد الصحٌحة، وإن كانت n، متجاهلٌن مضاعفات n مماس 

، وتجاهلهما ٌعنً عملٌاً 1-و 1ؼٌر واضحة بسبب ندرة الآحاد. الأعداد الصحٌحة الوحدوٌة الوحٌدة هً 

 الأعداد الأولٌة الموجبة عند التحلٌل إلى عوامل، ونكتفً بوضع علامةأننا نتعامل دائمًا مع 

 أمامها عند تحلٌل عدد صحٌح سالب إلى عوامل. ̒ -̓ 

كثٌرة حدود أولٌة، أي لٌس لها عوامل بالمعنى التملٌدي للكلمة. ولكن بالطبع، أي عدد حمٌمً  x+1أمثلة: 

λ  هو عامل، لأنx+1 = λ [(1/λ)x+(1/λ)]ومع ذلن . ،λ  هً وحدة، وبالتالً فإنx+1  ًلا ٌزال أولٌا

 عند حساب وحدات المٌاس.

، لكنهما لا ٌكونان فرٌدٌن إلا إذا تجاهلنا الضرب فً وحدات، x-1و x+1عاملان فرٌدان  x²-1للعدد 

 هما أٌضًا زوج من العوامل.  λ (1)(x-1و ) λ(x+1)لأن 

ان عوامل مرتبطة، ولا ٌتؽٌر ٌتسُم UPو Pوحدة، فإن كثٌرتً الحدود  Uالعوامل المرتبطة. إذا كانت 

 التحلٌل إلى عوامل إذا استبدلنا عاملًا بأي عامل مرتبط )ربما مع تعدٌل عوامل أخرى(.
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 . علالة الارتباط هً علالة تكافؤ. (1-6)مبرهنة 

 وحدة. P = 1. Pانعكاسٌة.

 .U'P=UU'Q = Q، فإن UU' = 1' بحٌث Uو P=UQمتماثلة. إذا كانت 

، UU'= VV' = 1وحدة. لأنه إذا كانت  UV. لكن P = UVR، فإن Q=VR و P=UQمتعدٌة. إذا كانت 

 .UU'VV' = (UV)(U'V') = 1فإن 

وبالتالً، تنمسم مجموعة كثٌرات الحدود لدٌنا إلى فئات تكافؤ، أي عنصرٌن من نفس الفئة ٌكونان 

 aهً  Qمرتبطٌن. إذا كانت 

عامل لأي عنصر من  Qٌكون كذلن. )وبالطبع،  Q، فإن أي عنصر من الفئة التً تحتوي على Pعامل 

 U، وبالتالً، خاصةً عندما تكون Uأٌاً كانت لٌمة  UPٌجب أن ٌمسم  Q، لأن Pالفئة التً تحتوي على 

 وحدة(.

 Pالتً تحتوي على  فً كثٌرات الحدود على الأعداد الحمٌمٌة أو النسبٌة أو المركبة، تكون عناصر الفئة

 ؼٌر صفري فً مجموعة المعاملات. λ{ لأي λPمجرد }

 

  عدم المابلٌة للاختزال

تسُمى كثٌرة الحدود التً لها خاصٌة مشابهة للعدد الأولً ؼٌر لابلة للاختزال. أي كثٌرة حدود لها لواسم 

 للاختزال.أي وحدة وأي مُرافك. أما التً لٌس لها لواسم سوى هذه، فتسُمى ؼٌر لابلة 

ؼٌر لابلة للاختزال  x²-2لاحظ أنه من المهم تحدٌد المجموعة التً تنتمً إلٌها المعاملات. وبالتالً، فإن 

على المعاملات النسبٌة، ولكنها لٌست ؼٌر لابلة للاختزال على المعاملات الحمٌمٌة، لأنه فً الحالة 

ؼٌر لابلة للاختزال على كل من  x² + 1 (. وبالمثل، فإنx- 2) (x +  2الأخٌرة ٌمكن تحلٌلها إلى )

 الأعداد النسبٌة والحمٌمٌة، ولكن لٌس على مجموعة الأعداد المركبة.

تعُرؾ العوامل المرتبطة والوحدات أحٌاناً بالعوامل التافهة، وأي عوامل أخرى ؼٌر تافهة؛ وبالتالً فإن 

تافهة. فً حالة لبول مجموعة المعاملات  كثٌرة الحدود ؼٌر لابلة للاختزال إذا لم ٌكن لدٌها عوامل ؼٌر

للمسمة )مثل الأعداد النسبٌة، أو الأعداد الحمٌمٌة، أو الأعداد المركبة، وما إلى ذلن، ولكن لٌس الأعداد 

وألل من درجة كثٌرة  3من الدرجة أكبر من  tالصحٌحة(، ٌجب أن ٌكون أي عامل ؼٌر تافه وؼٌر 

و وحدة. لا ٌلزم أن ٌكون الأمر كذلن إذا كانت مجموعة ه 3الحدود، لأن أي عامل من الدرجة 

على الأعداد الصحٌحة،  +33xهو عامل ؼٌر بدٌهً لـ  x+1المعاملات لا تمبل المسمة؛ وبالتالً، فإن 

 نفسه، لأن أٌاً منهما لٌس وحدة أو مُرافماً فً هذه المجموعة. 3كما هو الحال مع العدد 
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ؼٌر المابلة للاختزال على الأعداد المركبة هً جمٌع تلن من الدرجة  . كثٌرات الحدود (1-7) مبرهنة

 الأولى.

بموجب المبرهنة الأساسٌة فً الجبر، ٌمكن تحلٌل أي كثٌرة حدود من الدرجة الأكبر من واحد. تلن 

الوحٌدة هً إما وحدات أو  1هً وحدات، بٌنما عوامل تلن التً من الدرجة  3التً من الدرجة 

 مُرافمات.

 

ؼٌر  1. فً مجموعة كثٌرات الحدود على الأعداد الحمٌمٌة، جمٌع تلن التً من الدرجة  (1-8) مبرهنة

 .2لابلة للاختزال، بٌنما العوامل الأخرى الوحٌدة ؼٌر المابلة للاختزال هً من الدرجة 

عادلة أي عامل فً متعددة حدود من الدرجة الأولى هو وحدة أو مُرافك. بما أن الجذور المركبة لم

متعددة حدود ذات معاملات حمٌمٌة تظهر فً أزواج مُترافمة، ٌمُكن تحلٌل أي كثٌرة حدود من هذا المبٌل 

إلى حاصل ضرب عوامل خطٌة وتربٌعٌة. وبالتالً، فإن العوامل ؼٌر المابلة للاختزال هً الوحٌدة التً 

 فً الوالع، -ابلة للاختزال ؼٌر ل 2 . بالطبع، لٌست جمٌع العوامل من الدرجة2أو  1لها الدرجة 

 ax² + bx + c  تكون ؼٌر لابلة للاختزال إذا وفمط إذا كانتb2  <ac4. 

لا توجد طرٌمة سهلة لتحدٌد ما إذا كانت كثٌرة حدود على الأعداد الكسرٌة أو الصحٌحة ؼٌر لابلة 

 . § 7.8 للاختزال أم لا. سنتناول هذه المسألة بمزٌد من التفصٌل فً الفمرة

 مُرافمان. Qو P، فإن Qعاملًا فً  Pو Pعاملًا فً  Q: إذا كان  (1-9) مبرهنة

P=QR وQ=PS  لبعض لٌمR وS ،ًوبالتال .P = PRS وبالتالً وفماً لمانون الإلؽاء ،RS= 1 ،ًوبالتال .

R وS  ًهما وحدتان، وبالتالP وQ .هما مجموعتان 

 

  [2] أكبر عامل مشترن( 6-1)

 

الأعداد الصحٌحة، نواصل دراستنا لكثٌرات الحدود من خلال دراسة العامل المشترن كما فعلنا مع 

( لاثنٌن أو أكثر، مما ٌؤدي إلى دراسة التحلٌل إلى عوامل أولٌة. ستكون هذه العملٌة H.C.Fالأكبر )

 .4مشابهة جدًا لتلن المذكورة فً الفصل 
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حول الحاجة إلى نهج متمن إلى حد ما. لد ٌعتمد   § 4.5 تنطبك هنا الملاحظة الواردة فً بداٌة الفمرة 

( هً تحلٌل كل كثٌرة حدود إلى عوامل H.C.Fالمارئ أن أفضل طرٌمة لإٌجاد العامل المشترن الأكبر )

واختٌار جمٌع العوامل المشتركة، وبالطبع فً العدٌد من الأمثلة الخاصة، تعُد هذه أسهل طرٌمة. ولكن 

أن تفرد التحلٌل إلى عوامل أولٌة لم ٌثُبت بعد، فلٌس من السهل دائمًا إٌجاد بصرؾ النظر عن حمٌمة 

التحلٌل إلى عوامل باستخدام طرق خاصة. فً حالة كثٌرات الحدود على الأعداد المركبة أو الحمٌمٌة، 

ولى أو نعلم أنه من الناحٌة النظرٌة ٌمكننا دائمًا التحلٌل إلى عوامل ؼٌر لابلة للاختزال من الدرجة الأ

فما فوق(، لا توجد طرٌمة عامة لإٌجاد  5الثانٌة، ولكن بالنسبة لكثٌرات الحدود من الدرجة العلٌا )

العوامل. أما بالنسبة لكثٌرات الحدود على الأعداد النسبٌة، فالوضع أسوأ، إذ لٌس من السهل دائمًا 

لٌس لدٌنا ضمان بأن التحلٌل إلى اكتشاؾ ما إذا كان عامل معٌن ؼٌر لابل للاختزال أم لا، وبالتالً 

 عوامل الذي توصلنا إلٌه هو التحلٌل النهائً.

 

(. H.C.Fتتجنب هذه الطرٌمة مشكلة تحلٌل كثٌرات الحدود المعطاة إلى عوامل لإٌجاد معاملها الأكبر )

 الفعلٌة.سنثبت لاحماً أن التحلٌل إلى عوامل أولٌة فرٌد، ولكننا لن نمتلن طرٌمة عامة لإٌجاد العوامل 

ٌعتمد عمل هذا المسم والمسم التالً على إمكانٌة المسمة ضمن مجموعة المعاملات. تسُمى المجموعة 

التً تكون فٌها عملٌات الجمع والطرح والضرب والمسمة ممكنة وفماً للمواعد المعتادة "حملًا"، وٌنطبك 

لأعداد الكسرٌة أو الحمٌمٌة أو عملنا على أي مجال. وبالتالً، ٌنطبك هذا على المعاملات فً مجال ا

المركبة، ولكن لٌس على تلن الموجودة فً مجموعة الأعداد الصحٌحة. كما ٌنطبك على المعاملات فً 

بالنسبة لعدد أولً، ولكن لٌس بالنسبة لعدد مركب. لد ٌرؼب المارئ فً اعتبار  مماسمجموعة البماٌا 

لٌه ملاحظة أن أي خصائص لمجموعة المعاملات التً المعاملات أعدادًا حمٌمٌة، للتبسٌط، ولكن ٌجب ع

 ٌستخدمها تنطبك على المجالات الأخرى أٌضًا.

)ؼٌر صفرٌة(  Bو A( لكثٌرتً الحدود H.C.Fهً معامل ارتباط كبٌر وحٌد ) Hالتعرٌؾ كثٌرة الحدود 

 إذا:

i) )H/A وH/B أي أن ،H  عامل لكل منA وB؛ 

(ii إذا كانت )C/A وC/B فإن ،C/H أي أن أي عامل مشترن لـ ،A وB  هو عامل لـH. 

 H( فرٌد ضمن فئة من الحدود المرتبطة. إذا كانت H.C.F: معامل ارتباط كبٌر وحٌد ) (1-13) مبرهنة

، فإنهما عاملان مشتركان Bو A( لكثٌرتً الحدود H.C.F' كلاهما معامل ارتباط كبٌر وحٌد )Hو

 .7.3.7. والنتٌجة تتبعها المبرهنة H'/H' وH/Hلدٌنا ( ٌكون ii(، وبالتالً بموجب )iبموجب )

 ( كما سبك.H.C.Fتظُهر الخوارزمٌة الإللٌدٌة وجود معامل ارتباط كبٌر وحٌد )
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، فعندئذٍ B ،B 0و A: خوارزمٌة المسمة لكثٌرات الحدود. إذا كانت أي كثٌرتً حدود  (1-11) مبرهنة

 صفرًا(. R. )لد ٌكون d(R) < d(B)وٌكون  A=BQ+Rفرٌدتان بحٌث ٌكون  Rو Qتوجد كثٌرتا حدود 

 .Rوالبالً  Qٌعُطً هذا بٌاناً رسمٌاً لعملٌة المسمة المعتادة للحصول على حاصل المسمة 

، نستخدم الاستمراء، ونفترض أن النتٌجة صحٌحة لجمٌع كثٌرات الحدود من Rو Qلإثبات وجود 

( d(R) < d(B)' موجودتان، R' وQ، فإن  d(A)' ألل من A، أي إذا كانت درجة Aالدرجة الألل من 

 '.A='Q'B+Rبحٌث ٌكون 

(. لنفترض B)d(A) ≥ d. لنفترض إذن أن Q=0(، فإن النتٌجة تكون بدٌهٌة، مع B)d(A) ˂ dإذا كانت 

A ≡ an xأن 
n + …  وB ≡ bm xm +…,   ولنأخذ كثٌرة الحدودA'≡ A-(an/bm)xn-m B عندها تكون .

 ، وبالتالً، وفماً للفرضٌة الاستمرائٌة، ٌمكننا إٌجاد  d(A)على الأكثر، أي ألل من  A' (n-1)درجة 

Qو 'R' ،d(R') < d(B)  بحٌث ٌكون ،A='Q'B+R ،ًوبالتال .'A=QB+R حٌث 

Q = Q'+(an/bm)xn-m وR = R،' 

 .d(A) < d(B)كما هو مطلوب. النتٌجة صحٌحة  d(R) < d(B)بحٌث ٌكون 

 A=BQ+Rوبالتالً، ٌمكن بدء الاستمراء. وبالتالً، ٌكون صحٌحًا بشكل عام. لإثبات التفرد، افترض أن 

 '.B(Q-Q)=R-R. عندها، d(B)' كلاهما > d(R)و d(R)' مع كون A=BQ'+Rو

. وبالتالً، كلا الطرفٌن ٌساوي d(R-R') ˂ d(B)و d(Q-Q') ≥ d(B)d+(Bلكن درجة الطرؾ الأٌسر )

 '.R = R' وQ = Q، وبالتالً، 3

فً الدلٌل السابك، نحتاج إلى حمٌمة أن مجموعة المعاملات ٌجب أن تكون لابلة للمسمة، لأنه عند تكوٌن 

A نحتاج إلى تكوٌن النسبة ،'an/bm. 

 " وهكذا.Aٌجاد '، وتكُرر لإA، نستخدم عملٌة المسمة المألوفة، والتً توُجد Rو Qلإٌجاد 

. باستخدام خوارزمٌة Bو A( لـ H.C.Fخوارزمٌة إللٌدس لكثٌرات الحدود. لإٌجاد معامل التكافؤ الأكبر )

 بحٌث: R₁و Q₁المسمة، ٌمكننا إٌجاد 

A=BQ₁+R1  معd(R₁) < d(B). 
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 وبالمثل، نكمل سلسلة المعادلات

 A = BQ₁ + R₁  

B = R₁Q2 +R2 

R1 = R2 Q2 +R3 

…………………………… 

Rn-2 = Rn-1 Qn +Rn 

Rn-1 = Rn Qn+1 

 

 d(B) + 1وبالتالً ٌجب أن تنتهً السلسلة بعد... على الأكثر     d(B) > d(R₁) > d(R₂)> … حٌث

                              خطوات.

 .§4.5، والبرهان مطابك تمامًا للفمرة Bو Aهً متعددة حدود رئٌسٌة وحٌدة لـ  Rnإذن، 

وبالتالً، لكل متعددتً حدود متعددتً حدود فرٌد وحٌد ضمن حدودهما المشتركة. نسمً متعددة الحدود 

ضمن هذه الفئة من الحدود التً لها معامل رئٌسً واحد، متعددة الحدود الرئٌسٌة، ونكتبها على النحو 

 دان أولٌان مشتركان.عد Bو A، نمول إن 1(. إذا كانت متعددة الحدود الرئٌسٌة تساوي A, Bالتالً: )

 

 .H=SA+TBبحٌث ٌكون  Tو S، فإن هنان كثٌرتً حدود  H= (A, B): إذا كان  (1-12) مبرهنة

 .4.5.3مثبتة كما فً المبرهنة 

 بحٌث ٌكون Tو Sعددان أولٌان مشتركان، فإن هنان كثٌرتً حدود  Bو A: إذا كان  (1-13) النتٌجة

1=SA+TB  

 .§4.5متعددة الحدود الرئٌسٌة ٌمكن تعرٌؾ وإٌجاد أكثر من كثٌرتً حدود كما فً الفمرة  
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 [2]  ٌرات الحدود إلى عواملها الأولٌةتحلٌل كث 1)-7(  

 

سنثبت هنا أن أي كثٌرة حدود ذات معاملات فً مجال ما ٌمكن التعبٌر عنها كحاصل ضرب كثٌرات 

حدود ؼٌر لابلة للاختزال فً ذلن المجال، وأن ذلن ٌمكن إجراؤه بطرٌمة واحدة فمط. بالنسبة لكثٌرات 

مجال الحمٌمً، الحدود فً المجال المركب، تكون جمٌع العوامل خطٌة، وبالنسبة لكثٌرات الحدود فً ال

تكون خطٌة أو تربٌعٌة، بٌنما بالنسبة للمعاملات فً المجال الكسري، لد تكون بدرجات مختلفة. تجدر 

تعمل الإشارة إلى أن نظرٌاتنا لا تعُطٌنا طرٌمة فعلٌة لإٌجاد العوامل. فخاصٌة التحلٌل إلى عواملها لا 

 إلا بمعاملات وحدات ووحدات.

ة كما فً المبرهنة . مُثبتP/Bأو  P/A، فإما P/ABؼٌر لابلة للاختزال و P. إذا كانت  (1-14) مبرهنة

4.6.1. 

 ٌة التحلٌل إلى عواملها الفرٌدة.. نظر (1-15) مبرهنة

 P1,P2,…,Pn، حٌث cP₁P2...Pnٌمكن التعبٌر عن أي كثٌرة حدود ذات معاملات فً مجال ما بالشكل 

 باط.ثابت، وهذه العبارة فرٌدة باستثناء ترتٌب العوامل، بمعامل الارت cحدود ؼٌر لابلة للاختزال، و

أعلاه، باستخدام الاستمراء على درجة كثٌرة الحدود  7.5.1، باستخدام 4.6.2نثبت ذلن كما فً النظرٌة 

فً جزء الاحتمالٌة من الإثبات، وفً جزء التفرد، مع ملاحظة أنه ٌمكن استبدال أي عامل بعامل ارتباط 

 .cع تعدٌل مماثل للوحدة م

 أصؽر مضاعؾ مشترن

 ، مع تعدٌلات واضحة لمراعاة المشتمات.§4.7هذا العمل مشابه تمامًا للمعادلة 

 

 [2] أصفار كثٌرة الحدود: نظرٌة البالً 1)-8(

 

ذات معاملات فً أي مجموعة تمبل الجمع والطرح والضرب، ٌمكننا استبدال  P(x)بالنسبة لكثٌرة حدود 

x  بأي عنصر عدديc  ،فً مجموعة المعاملات. وهكذا، تصبح كثٌرة الحدود دالة على هذه المجموعة

 .P(c) ونكتب لٌمتها )التً ستكون بدورها عنصرًا من عناصر المجموعة( على أنها

 P(x) ≡ a0+a₁x+ … +an xnوبالتالً، إذا كان  

 P(c) = a0+a₁c + ... +an cn              فإن  

 .Pصفرًا لـ  P(c) = 0الذي ٌكون  cٌسُمى العنصر 
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ٌنطبك ما تبمى من هذا المسم فمط على كثٌرات الحدود فً حمل، لأنه ٌعتمد على خوارزمٌة المسمة. 

 a/1، فإننا نعلم أن a  0و ab = 0لاحظ أنه لا ٌمكن أن ٌكون للحمل لواسم صفرٌة، لأنه إذا كان 

 .i , e , b = 0 (1/a)ab = 0 ,موجود، وبالتالً 

 : نظرٌة البالً. (1-16مبرهنة )

م   .A(c)(، ٌكون البالً ثابتاً وٌساوي x-cعلى ) A(x)إذا لسُ 

 ،d(R) < d(B) = 1   . عندها B = x-cطبكّ خوارزمٌة المسمة بحٌث ٌكون 

على  x ≡ c، وهذه بالطبع متطابمة. وبالتالً، بوضع A(x) ≡ (x-c)Q(x) + Rثابت. عندها  Rوبالتالً  

 .A(c) = Rكلا الطرفٌن، نحصل على 

 النتٌجة: نظرٌة العوامل.

(x-c عامل لـ )A(x)  إذا وفمط إذا كانA(c) = 0 أي إذا وفمط إذا كان ،c صفرًا لـ A (x). 

 صفر ممٌز على الأكثر. nتحتوي على  nمن الدرجة  P(x): كثٌرة حدود ؼٌر صفرٌة  (1-17مبرهنة )

 .(6.5.1، والنظرٌة 2المثال ، §4.3)لارن الفمرة 

صفر  n-1تحتوي على أكثر من  n-1البرهان بالاستمراء. نفترض أنه لا توجد كثٌرة حدود من الدرجة 

 c1,c2,…,cmممٌز. لٌكن 

(، وبالتالً فإن x-c₁عامل ) P (x). بناءً على نظرٌة العوامل، ٌكون لـ P(x)تكون أصفارًا ممٌزة لـ 

P(x) ≡ (x-c₁)Q(x)  حٌث تكونQ(x من الدرجة )n-11 . إذا كانت i   فإن ،c  صفر لـ(P(x ،

( ، وبما أن المعاملات لا تحتوي على لواسم  c1 - ci) Q (ci) = 0 ( وبالتالً،ci)P) 0 =وبالتالً فإن 

 . وبالتالً، Q(x)صفر لـ  ciو Q(ci) = 0، أن ci   c₁صفرٌة، فمن الطبٌعً، بما أن 

 Q(x) n-1، وبناءً على الفرضٌة الاستمرائٌة، ٌكون لـ Q (x)هما أصفار ممٌزة لـ  c2 , c3 … cm فإن 

 .P(x)النتٌجة صحٌحة لـ  m ≤ nمن هذا النوع على الأكثر. وبالتالً، تكون 

لكن كثٌرة الحدود من الدرجة صفر، كونها ثابتة، لا تحتوي على أصفار إلا إذا كانت هً نفسها صفرًا،  

 وبالتالً فإن النتٌجة تتُبع بالاستمراء.
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 . (1-18)النتٌجة 

هً كثٌرة  P(x)، فإن xلٌمة ممٌزة لـ  nوتتلاشى لأكثر من  nكثٌرة حدود من الدرجة  P(x)إذا كانت 

 .xالحدود الصفرٌة وتتلاشى لجمٌع لٌم 

 

 . (19-1)النتٌجة 

 ، P(x)، أصفارًا ممٌزة لـ m ≤ nحٌث  ,c1, c2, …, cmإذا كانت 

 

، هً أصفار لـ , c2 , c3 , … , cm ( عاملًا. بالنسبة إلى x-cm) ...(x-c2)(x-c1ٌكون لها ) P(x)فإن  

Q(x) 

 فً إثبات النظرٌة، والنتٌجة تتُبع بالاستمراء. 
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 الفصل الثانً
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 متعددات حدود برنشتاٌن

 

 فً هذا الفصل، ندرس الخصائص الأساسٌة لمتعددات حدود برنشتاٌن.

 

 خصائص متعددات حدود برنشتاٌن 

 

 ]1[ برنشتاٌنالخاصٌة. تعرٌؾ تكراري لمتعددات حدود  2)-(1

 

st(n-1 )بدمج متعددتً حدود برنشتاٌن من الدرجة  nٌمكن استحداث متعددة حدود برنشتاٌن من الدرجة 

 nthمن الدرجة  kthمن الدرجة  برنشتاٌن حدود متعددة صٌاؼة ٌمكن أنه أي. البعض بعضهما مع

 بالصٌؽة التالٌة:

Bk,n (t) = (1 – t ) Bk,n -1 (t) + tBK-1,n-1 (t) .                                                           

 

الإثبات: لإثبات ذلن، سنستخدم التعرٌؾ الأساسً لمتعددات حدود برنشتاٌن، والذي ٌعُطى بالصٌؽة 

 التالٌة:

 

Bk,n (t) =(
 
 
) tk (1-t)n-k                                                                                                                                       

                   

 حٌث

=
 

  (   ) 
 ( 

 
) 
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 .k = 0,1,...nبالنسبة لـ 

 

n-1-(k-1)  
(t-1(1-t)Bk,n-1 (t)+TbK-1,n-1     = (1-t) (   

 
) tk(1-t)n-1-k +t(   

   
) tk-1 ( 

tk (1-t)n-k                                   
 (   

   
) tk (1-t)n-k + (   

 
) = 

tk (1-t)n-k                                                   
 [  (   

   
) + (   

 
) ] = 

tk (1-t)n-k                                                            ( 
 
) = 

Bk,n (t) .                                                                     = 

 

 [1] جمٌع كثٌرات حدود برنشتاٌن ؼٌر سالبة الخاصٌة. 2)-(2

 

 (t)ƒ [ دالة ؼٌر سالبة على الفترة المؽلمةa,b إذا كانت ]ƒ (t) ≥0 بالنسبة لـ [a,b]   t  فً هذه .

 [.3.1ؼٌر سالبة على الفترة ] nالحالة، تكون كثٌرات حدود برنشتاٌن من الدرجة 

 

الإثبات: لإثبات ذلن، نستخدم الاستمراء الرٌاضً مع التعرٌؾ التكراري لكثٌرات حدود برنشتاٌن. 

[. إذا افترضنا أن 0,1كلاهما ؼٌر سالبة على الفترة ] t -  B0,1 (t) = 1و B1,1 (t) = tٌتضح أن الدالتٌن 

ؼٌر سالبة، فٌمكننا فً الحالة الأخرى استخدام  kجمٌع كثٌرات حدود برنشتاٌن ذات الدرجة الألل من 

 التعرٌؾ التكراري لكثٌرة حدود برنشتاٌن، وٌكُتب على النحو التالً:

Bn,k (t) = (1-t) Bn,k-1 (t)+ tBn-1,k-1 (t) 

 

[، لأن جمٌع المركبات على الجانب الأٌمن من 0,1ؼٌر سالبة أٌضًا على الفترة ] Bn.k(t)وإثبات أن 

[. وبالاستمراء، تكون جمٌع كثٌرات حدود برنشتاٌن 0,1المعادلة هً مركبات ؼٌر سالبة على الفترة ]

  [.0,1ؼٌر سالبة على الفترة ]

 .t  (3،1برنشتاٌن تكون موجبة عند  )فً الولت نفسه، أثبتنا أن كل كثٌرة حدود 
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 [1]  تشُكل كثٌرات حدود برنشتاٌن تمسٌمًا للوحدة .الخاصٌة 2)-(3

 

تسُمى وحدة تمسٌم. تشُكل كثٌرات حدود برنشتاٌن  ƒn(t)ٌساوي واحدًا، فإن  tإذا كان مجموع جمٌع لٌم 

k+1  من الدرجةkth .تمسٌمًا للوحدة، حٌث إن مجموعها ٌساوي واحدًا 

 

 k+1، وهً أن مجموع k: إذا افترضنا صحة هذا، فمن السهل إظهار حمٌمة مختلفة تمامًا لكل  البرهان

 ,. أي أن k-1من كثٌرات حدود برنشتاٌن من الدرجة  kٌساوي مجموع  kمن الدرجة 

 

∑   
   n,k (t)=∑   

    n,k-1 (t). 

 

هذه العملٌة الحسابٌة واضحة تمامًا، باستخدام التعرٌؾ التكراري لكثٌرة حدود برنشتاٌن وإعادة ترتٌب 

 المجامٌع: 

 

∑   
   n,k (t) = ∑  (   )  

   n,k-1 (t)+tBn -1,k-1(t)] 

 

                     = (1-t) [∑     
   n,k -1(t)+Bk,k-1(t)] + t [∑   

   n-1,k-1(t)+B-1,k-1(t)] 
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 Bk-k-1(t)=B-1,k-1(t) = 0)                                                             حٌث استخدمنا

1-t) ∑     
    n,k-1 (t)+t ∑   

   n-1,k-1 (t)                                        = ) 

n,k-1 (t)+t ∑     
    n,k-1 (t)                                          ∑     

    (1-t= ) 

                                                               . n,k-1 (t) ∑     
    = 

 

  المساواة، ٌصبح من السهل كتابةبمجرد ترسٌخ هذه 

 

     n,1  n,k-2 (t) = … = ∑   
    n,k-1 (t) = ∑     

    n,k (t) = ∑     
    ∑   

    

t)=(1-t)+t=1.                                                                                              ) 

 [1]  رفع الدرجة الخاصٌة 2)-(4

 

من  nthبأنها تركٌبة خطٌة من  nٌمكن تعرٌؾ أيٍّ من كثٌرات حدود برنشتاٌن ذات الدرجة الأدنى من 

كثٌرات حدود برنشتاٌن ذات الدرجة. فً هذه الحالة، ٌمكن كتابة أي كثٌرة حدود برنشتاٌن من الدرجة 

n-1)thكتركٌب خطً من كثٌرات حدود برنشتاٌن من الدرجة ) nth    . 

 

 : أولًا، نلاحظ أنانالبره

tBk,n (t)  =  ( 
 
)  tk+1 (1-t)n-k                                                                                                                     

( 
 
) tk+1 (1-t)(n+1)-(k+1)                                                       = 

Bk+1,n+1 (t)                                                               
(  )

(      )
 = 

Bk+1,n+1 (t)                                                                
   

   
 = 
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 و

(1-t)Bk,n (t) = ( 
 
) tk (1-t)n-k                            

                                      Bk,n+1 (t) 
(  )

(    )
 =             

                                   Bk,n+1 (t), 
     

   
 = 

 

 وأخٌرًا

                           Bk+1,n (t) = tk (1-t)n-k +tk+1 (1-t)n-(k+1)
 Bk,n (t) + 

 

(  
   )

 
 

(  )
 

                                 tk (1-t)n-k-1 ((1-t)+t) = 

                                            Tk (1-t)n-k-1
 = 

                                      Bk,n-1 (t) . 
 

(    )
 = 

 

 باستخدام هذه المعادلة النهائٌة، ٌمكن كتابتها على النحو التالً:

 

Bk,n-1 (t) = (   
 
)   

 

(  )
 Bk,n (t) + 

 

(  
   )

 Bk+1,n (t)]                              

                                 Bk+1,n (t)  (
   

 
) Bk,n (t) + (

   

 
)= 

 

بدلالة تركٌبة خطٌة من كثٌرات حدود برنشتاٌن  n-1والتً تعُبر عن كثٌرة حدود برنشتاٌن من الدرجة 

 . nمن الدرجة 
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 [  1]  من أساس برنشتاٌن إلى أساس الأس الخاصٌة التحوٌل2)-(5

  بدلالة أساس الأس، المعبر عنه بالمعادلة nthٌمكن كتابة أي كثٌرة حدود برنشتاٌن من الدرجة  

t2 ,……tn} *     . 

 

ونظرٌة ذات الحدٌن، كما  : ٌمكن حساب هذا مباشرةً باستخدام تعرٌؾ كثٌرات حدود برنشتاٌن البرهان

 ٌلً:

 

Bi,n (t) = ( 
 
) ti (1-t)n-I                                                                                                               

tk                                              (   
 
) 

k
 ∑ (  )   

    
 ti 
 ( 

 
) = 

tk+I                                                 (   
 
) 

k ( 
 
) ∑ (  )   

    = 

tk                                                  (   
   

) 
k-i ( 

 
) ∑ (  ) 

    = 

tk .                                                    ( 
 
) 

k-i ( 
 
) ∑ (  ) 

    = 

 

 

 [1]  المشتمات .الخاصٌة 2)-(6

 

لكثٌرات حدود برنشتاٌن. كما ٌمكن كتابة  nthهً مشتمات من الدرجة  n-1متعددات الحدود من الدرجة 

هذه المشتمات كتركٌب خطً لكثٌرات حدود برنشتاٌن باستخدام تعرٌؾ كثٌرات حدود برنشتاٌن. فً 

 هذه الحالة،

Bi,n (t) =n (Bi-1,n-1 (t) – Bi,n-1 (t))                                                               
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 ٌمكن كتابة هذا عن طرٌك التماٌز المباشر n i ≥ 0 ≥  . ل

1-t)n-i                                                                           )ti 
 ( 

 
) (t) = 

 

  
 Bi,n  

 

  
 

1-t)n-i-1                      )ti 
 ti-1 (1-t)n-i - (   )  

  (   ) 

 
 

   

  (   ) 
 = 

1-t)n-i-1             )ti
 ti-1 (1-t)n-i -

 (   ) 

  (     ) 
 

 (   ) 

(   ) (   ) 
 = 

ti (1-t)n-i-1 )      1-t)n-i -
(   ) 

  (     ) 
 )ti-1

 
(   ) 

(   ) (   ) 
  )n= 

.                                            n(Bi-1,n-1 (t) – Bi,n-1 (t)) = 

 

والنتٌجة هً أنه ٌمكن إظهار مشتك متعدد الحدود بٌرنشتاٌن كدرجة متعددة الحدود مضروبة فً الفرق 

 ( من متعدد الحدود بٌرنشتاٌن.n-1)stبٌن اثنٌن 

 

 [1]  تمثٌل المصفوفة من متعدد الحدود بٌرنشتاٌن .الخاصٌة 2)-(7

 

ٌمثل تمثٌل المصفوفة مفٌدًا فً متعدد الحدود. ٌتم إعطاء التواطؤ الخطً لوظائؾ أساس بٌرنشتاٌن من 

 أجل متعدد الحدود بواسطة

 

B (t) = c0 B0,K (t) + c1 B1,k (t) + ….+ ck Bk,k (t)                                                      

 

 على هٌئة حاصل ضرب نمطً لمتجهٌنمن السهل كتابة هذا 

                            

[
 
 
 
 
 
  
  
 
 
 
  ]
 
 
 
 
 

 [B0,k (t)  B1,k (t) .  .  .  Bk,k (t)] B(t) =  = 
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 ٌمكننا تحوٌل هذا إلى

                                                                       

                                                           

                                                                                                             

                 

[
 
 
 
 
 
 
  
  
  
 
 
 
  ]
 
 
 
 
 
 

  =

[
 
 
 
 
 
 
 
        

           

              

     
     
     

                 ]
 
 
 
 
 
 
 

  B(t) = [ 1 t t2 .  .  .  tk 
]                                                             

   

برنشتاٌن. نلاحظ أن المصفوفة هً معاملات أساس الموة المستخدمة لتحدٌد كثٌرات حدود  bm,nحٌث 

( مع n=2فً هذه الحالة هً مصفوفة مثلثٌة سفلٌة. على سبٌل المثال، ٌمكننا إعطاء الحالة التربٌعٌة )

 تعبٌر المصفوفة

 

                                                     [

  
  
  
] [

   
    
    

][1 t t
2

]  =B (t) 

 

 

. سٌظُهر أنه إذا n( لكل عدد صحٌح موجب 1.3.1برنشتاٌن فً المعادلة ) سبك أن عرّفنا كثٌرات حدود

على   [، فإن متوالٌة حدود برنشتاٌن تتمارب بانتظام مع الدالة 0,1متصلة على الفترة ] ƒكانت الدالة 

 [، مما ٌمُدم دلٌلاً عملٌاً على نظرٌة فاٌرستراس. لإثبات نظرٌة فاٌرستراس، لام برنشتاٌن0,1الفترة ]

بتركٌب حدود واردة بدلاً من الحدود المعروفة. على سبٌل المثال، لا تفٌُد حدود تاٌلور جمٌع الدوال 

 المتصلة، بل تطُبك فمط على الدوال المابلة للاشتماق اللانهائً.
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 ،n ≥ 1( أنه لجمٌع 1.3.1ٌتضح من المعادلة )

 

Bn (ƒ;0) = ƒ(0) ,                                           (2.1.1)    و Bn (ƒ;1) = ƒ (1) 

 

 [.3,1عند طرفً الفترة ] ƒتكُمل  ƒوبالتالً، فإن كثٌرة حدود برنشتاٌن لـ 

 إضافةً إلى ذلن، من مفكون ذات الحدٌن، ٌترتب على ذلن أن

 

 (2.1.2)                         1-x)n-k =(x+(1-x))n =1. ) ∑ ( 
 
)  

 

   
 Bn (1;x)     

 

. بالإضافة إلى ذلن، فإن كثٌرة حدود 1تساوي أٌضًا  1وبالتالً، فإن كثٌرة حدود برنشتاٌن للدالة الثابتة 

 . فً الوالع، بما أنxً ه ƒ(t) = tبرنشتاٌن للدالة 

 

                                      (   
   

)  =( 
 
) 

 

 
  

 

 ًه tفإن كثٌرة حدود برنشتاٌن للدالة  , k ≤ n ≥ 1لـ 

 

                      (1-x)n-k
 (1-x)n-k = ∑ (   

   
)    

 

   
   (   )  ∑

 

 
( 
 
)  

 

   
  

 (2.1.3)                            (1-x)n-1-s =x.                      ∑ (   
 
)  

   

   
 

 

 .Bnƒ[ إلى الدالة 0.1. المُعرّفة على الفترة ]ƒالدالة  Bnٌحُوّل مُعامل بٌرنشتاٌن 
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 مُعامل بٌرنشتاٌن خطً بشكل واضح، Bn (ƒ;x)والمُمثلة بـ  xالمحسوبة عند  Bnƒوهً الدالة 

 ( التً تنص على أن1.0.1لأنه ٌشُتك من المعادلة ) 

 

(2.1.4)                                           Bn (λƒ+ μg) =λBn ƒ + μBn g                    

 

 .μو λ[ وجمٌع الأعداد الحمٌمٌة 0,1المُعرّفة على الفترة ] gو ƒلجمٌع الدوال 

 

 (2.1.2والمعادلة ) Bn(، فإنه من وحدانٌة 1.3.1مُعاملًا أحادي النؽمة من المعادلة ) Bnإذا كان 

 ٌسُتنتج أن 

 

(2.1.5)                     . [0,1] p,x   p ≤ Bn (ƒ;x) ≤ ⇒ [0,1] p ≤ ƒ (x) ≤ p, x   

 

 (، نحصل على2.1.5فً المعادلة ) p = 0فً هذه الحالة، بافتراض أن 

 

(2.1.6)                                    . [0,1] Bn (ƒ,x) ≥ 0,x    [0,1] (x) ≥ 0,x   ƒ   
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 ٌمكن كتابة كثٌرة حدود برنشتاٌن على الشكل التالً:  (2-1) مبرهنة

 

(2.1.7)                                                        Bn (ƒ;x) =∑ ( 
 
)    ( )  

 

   
 

                 

 هو مُعامل الفرق المباشر، كما هو موضح:  حٌث 

       ƒ(xi)=ƒ(xi+1)-ƒ(xi)=ƒ(xi+h)-ƒ(xi),                                                                     

          

 بحجم خطوة 
 

 
  = h  

 

 (، لدٌنا:1-x)n-k( وتوسٌع الحد 1.3.1: بدءًا من المعادلة ) البرهان

 

                                xs
 (   

 
) xk  ∑ (  ) 

   

   
 ( 

 
) (

 

 
)  ∑ ƒ

 

   
 Bn (ƒ;x) 

 ٌمكننا كتابة:  .t = k+sلنضع

(2.1.8)                                              …     
  …=     

      
        

 
 

 

 لدٌنا أٌضًا

                                          ( 
 
) ( 

 
)  =(   

 
) ( 

 
) 
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 وبالتالً، ٌمُكننا كتابة المجموع المزدوج على النحو التالً: 

 

     xt ,
 (0) ƒ ∑ ( 

 
)  

 

   
  =(

 

 
)ƒ ( 

 
) ∑ (  )   

 

   
 ∑ ( 

 
)  

 

   
     

 

 لفرق أمامً من رتبة أعلى. التوسععند استخدام 

 

 على النحو التالً: Bn+1 (ƒ ; x (ٌمُكن كتابة مُشتمة مُتعددة حدود برنشتاٌن (2-2) مبرهنة

 

(2.1.9)                    (   )  (   )∑   (
 

   
) ( 

 
)  (   )   

 

   
 

 

 = hبحجم خطوة  ، حٌث تطُبَّك n ≥ 0عند 
 

(   )
تتزاٌد أو تتنالص باطراد على ƒ . وإلا، إذا كانت 

 [، فإن جمٌع مُتعددات حدود برنشتاٌن الخاصة بها تكون كذلن.0,1الفترة ]

 

بدلالة فروق  Bn+m (ƒ;x) لـ mthٌمكن التعبٌر عن المشتمة   m≥ 3لأي عدد صحٌح  (2-3مبرهنة )

mth  لـƒ :حٌث 

 

(2.1.10)                    xk (1-x)n-k
 ( 

 
)  (

 

   
)ƒ ∑    

    ;x)=
(   ) 

  
ƒ )    

( )
  

                           

 hبحجم خطوة   هنا، تطُبك  . n ≥ 0لجمٌع 
 

   
 . 
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 . نكتبالبرهان

                                     xk (1-x)n+m-k
 (   

 
) (

 

   
) (ƒ;x)= ∑     

         

 مرة لنحصل على mونشتك 

 

(2.1.11)                                      p(x) (   
 
) (

 

   
) (ƒ;x) = ∑ ƒ

   

   
     

( )
 

 

 حٌث

                                                                              xk (1-x)n+m-k
 (x) = 

  

   
  p 

 الآن، نستخدم لاعدة لاٌبنٌز وهً

 

                                    g (x)  (x) 
    

     ƒ 
  

   
 (ƒ (x)g(x)) = ∑ ( 

 
) 

    
  

   
 

 

 . أولًا، نجد أن n+m-k(x-1)و   xk لشتماق حاصل ضرب

 

                                              xk = {

  

(   ) 
           

         
 

  

   
 

 و

             {
(  )   (     ) 

(     ) 
(   )           

       
 

    

     
( )       
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 هً   xk (1-x)n+m-k لـ mthوبالتالً، فإن المشتمة 

 

(2.1.12)                   , xk-s (1-x)n+s-k
 

(     ) 

(     ) 
 

  

(   ) 
 ( 

 
) P(x) = ∑ (  )   

  

 

بـ  I. الآن، نستبدل k – s ≤ n ≥ 0 ، مع الحدودmإلى  3من  sحٌث ٌكون المجموع الأخٌر على جمٌع 

k - s:بحٌث ٌكون ، 

 

(2.1.13)                                                     … .     
  … =     

         
   

 

 

 نلاحظ أٌضًا أن:

 

(2.1.14)                                         . (  
   

) 
(   ) 

  
  =

(     ) 

(     ) 
 

  

(   ) 
 (   

 
) 

 

 Bn+m(ƒ;x)لـ  mth( أن المشتمة 2.1.14( و)2.1.13(، )2.1.12(، )2.1.11ٌترتب على المعادلات )

 هً:

                           (1-x)n-i . xi
 ( 

 
) (

   

   
) ƒ (-1)m-s ( 

 
)     

      
  

(   ) 

  
 

 وأخٌرًا، نلاحظ أن:

       
  (-1)m-s ( 

 
) ƒ (

   

   
)  =    ƒ (

 

   
) ,                                                     

                  

 

 = hبحجم خطوة   حٌث ٌطُبكّ العامل 
 

   
 ومن هنا النتٌجة.  

 

29 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الفصل الثالث
 

 

 

 

 

 

 

 



 

  [3]متعددات حدود برنشتاٌن خصائص  3)-(1

 

 

كثٌرة الحدود  Bn(f)[، فلٌكن 3، 1دالة حمٌمٌة المٌمة مُعرّفة ومحدودة على الفترة ] ƒإذا كانت التعرٌؾ: 

 [ التً تعٌُنّ المٌمة 3، 1على الفترة ]

∑ ( 
 
)  (   )

 

   

n-k ƒ  (
 

 
)  .                                                                         

 

B(ƒ)  برنشتاٌن هً كثٌرة حدودnth  لـƒ. 

 

(1)                   ∑ ( 
 
)  (   )

 

   

n-k  = 1  .                                                       Bn (x) =  

(2)                            ∑ ( 
 
)
 

 
  (   )

 

   

n-k = x  .                                                       Bn (x) = 

(3)                                       ∑ ( 
 
)
  

  
  (   )

 

   

n-k = 
(   )  

 

  + 
 

 
 .      Bn (x

2) = 
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(4)                   
 

  
  +

 (   )  

  
 +∑ ( 

 
)
  

  
  (   )

 

   

n-k =
(   )(   )  

  
   Bn (x3) = 

 

                                     ∑ ( 
 
)
  

  
  (   )

 

   

n-k =
(   )(   )(   )  

  
   Bn (x4) = 

 

(5)                + 
 

  
 + 

 (   )  

  
 + 

 (   )(   )  

  
 

 

 لاثبات هذه المتطابمات من نظرٌة الحدٌن اولا :

 

                    ∑ ( 
 
)  (   )

 

   

n-k = [x+(1-x)]n =1  .                                                     Bn (1) = 

 

 وبالتالً

 

             (∑ ( 
 
)       )  

 

  
((   )

 

   

n ) = n (p + q)n-1  .                                           
 

  
 

 

 هكذا

                                                     .p ∑ ( 
 
)
 

 
       (   )   

 

   
 

 

 

 . (2)  المتطابمة أعلاه، نحصل على فً التعبٌر x-1 بـ qو  xبـ  pباستبدال  
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 ثلاث مرات أخرى، وفً كل مرة نضرب طرفً النتٌجة بـ pالآن، بتفرٌك هذه العبارة بالنسبة لـ 
 

 
  ،

 نحصل على ما ٌلً:

 

                                      p 
(   )   

 
 +∑ ( 

 
)
  

  
      

 

   
 

(   )(   )   

 

 p2   

                      

  p 
(   )   

  
 + 2p 

 (   )(   )   

  
 +∑ ( 

 
)
  

  
      

 

   
 

(   )(   )(   )   

  
 p3   

 

      p3 
 (   )(   )(   )   

  
 +∑ ( 

 
)
  

  
      

 

   
 

(   )(   )(   )(   )   

  
 p4   

 

               p .                        p3 + 
(   )   

  
 

 (   )(   )   

  
 + 

 

 

 (.5(، و )4(، )3فً المتطابمات الثلاث أعلاه، نحصل على المتطابمات ) x-1بـ  qو x بـ pباستبدال 

 

 ٌترتب على ذلن أن

 

          -2 x2 + x2 = x(1-x)
 

 
 ] 

 

 
 +∑ ( 

 
)(

 

 
  )   (   )   

 

   
   

(   )  
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 و

 

                                                                     ∑ ( 
 
)(

 

 
  )   (   )   

 

   

 

   

          ]                        
 

  
  +

 (   )  

  
  + 

 (   )(   )  

  
 += [

(   )(   )(   )  

  
 

 

                                                           ] + 
 

  
 

 (   )  

  
  +-4x [

(   )(   )  

  
 

 

4x2 + x4                                 -   
 

 
  ++ 6x2 [ 

(   )  

 
 

 

                                                                 .  
(    )  (     )  

  
  = x (1 - x ) 
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 ]4 [  كثٌرات الحدود 3)-2(

 

 كثٌرات الحدود حلول مسائل

 

 واكتبها كتركٌب خطً لـQ [x] فً  gcd (x8 – 1 , x6 – 1 ) . استخدم الخوارزمٌة الإللٌدٌة لإٌجاد1

 X8 – 1 and x6 – 1  . 

 

 x2  g (x)  =   (x)ƒ+  ( x2)- 1نحتاج الى ) and x6 – 1 = g (x)  x8 – 1 ƒ (x)الحل: لنفترض أن 

and(g(x) = (x4+x2+1)(x2-1 وهذا ٌظُهر أن ،gcd(x8-1,x6-1) = x2 – 1 ، 

 and x2 g (x) -  x2 – 1 = ƒ (x) 

 

 الأعداد النسبٌة، استخدم الخوارزمٌة الإللٌدٌة لإثبات أن الحمل فً . على مستوى2

- 2x2 – 3x + 1 and 2x2 – x -2 2x3 أولٌان نسبٌاً. عددان 

 

 .  2x2 – 3x + 1 = ƒ (x) and 2x2 – x – 2 = g (x)  2x3 - الحل: لٌكن

 - x ƒ(x)=(x.  نحصل أولًا على 
 

 
)g(x) - 

 

 
 xبدلًا من x. فً الخطوة التالٌة، ٌمكننا استخدام 

 

 
  ،

 ،.g (x))  ,gcd(ƒ (x)=  1. البالً الثابت فً الخطوة الثانٌة ٌعنً أنg(x)= (2x-1) g (x) - 2وعندها 

 

،  x4+x3+2x²+x+1 and  x3 - 1فً الأعداد النسبٌة، أوجد الماسم المشترن الأكبر لـ على الحمل . 3

 وعبرّ عنه كتركٌب خطً لكثٌرات الحدود المعطاة.

 

. نحصل أولًا على x4 + x3 + 2x2+ x + 1 = ƒ(x) and (x³- 1 = g(x)الحل: لٌكن 

ƒ(x)=(x+1)g(x)+2(x²+x+1) ثم نحصل فً الخطوة التالٌة على ،g(x)=(x-1)(x2+x+1) ًوبالتال ،   

gcd(ƒ(x),g(x)) = x2 + x + 1 and (x2 +x + 1) = 
 

 
 ƒ (x) - 

 

 
 (x+1) g (x) .                         ، 
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 ؟Q. هل كثٌرات الحدود التالٌة ؼٌر لابلة للاختزال على 4

 

 3x5 + 18x2 + 24x + 6   )أ( 

 

 .p=  2 وهذا ٌحُمك معٌار آٌزنشتاٌن لـ x5 + 6x2 + 8x + 2 نحصل على  ٣الحل: بالمسمة على 

 

 7x3 + 12x2 + 3x + 45 )ب( 

 

، وهً ؼٌر لابلة للاختزال  x3 + x + 1، نحصل على كثٌرة الحدود 2الحل: بتبسٌط المعاملات بمٌاس 

 .Q. هذا ٌعنً أن كثٌرة الحدود ؼٌر لابلة للاختزال على Z₂  [x]فً 

 

  2x10 + 25x3 + 10x2 – 30)ج( 

 

 . p = 5  الحل: ٌتحمك معٌار آٌزنشتاٌن عند
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