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 الاهداء

الذي خلقه الله لنفسه وهو الذي أنقذ الناس من  دربنا والى من آنار الله به الى

 الجهل والفتر  

 محمد رسول الله )ص( الى

 الى أهل السماء وختر الأنبياء صلوات الله عليهم بقيه الليل والنهار

 الى ولد علي وفاطمه )ع(

 من غاب عنا وأشتقنا لرؤيته الى من كانت ألطافه الى

 قنا الى باب الله الذي منه يؤتر وحنانه يراف

 المهدي )عج( بقيه الله الى

ي  ي ووقف بجانن 
ي يوم من الأيام الى من شجعن 

 الى كل من مد لىي يد العون ف 
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 الشكر والتقدير

ي الحياة الجامعية من وقفة نعود إلى 
ة ف  لابد لنا ونحن نخطو خطواتنا الأختر

ي رحاب الجامعة مع 
أساتذتنا الكرام الذين قدموا لنا الكثتر أعوام قضيناها ف 

ي بناء جيل الغد لتبعث الأمة من جديد.... 
ة ف   باذلتر  بذلك جهودا كبتر

ي نقدم أسمى آيات الشكر والامتنان والتقدير والمحبة إلى الذين 
وقبل أن نمض 

 حملوا

ي الحياة .... 
 أقدس رسالة ف 

 إلى الذين مهدوا لنا طريق العلم والمعرفة .... 

 جميع أساتذتنا الأفاضل.......... إلى 

كن عالما .. فإن لم تستطع فكن متعلما ، فإن لم تستطع فأحب العلماء ، فإن 

 لم تستطع فلا تبغضهم"

 وأخص بالتقدير والشكر الجزيل الى

 الدكتورة أسماء جاسم حرفش
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 الملخص
 حيث تضمن البحث ، Zقدمنا في هذا البحث دراسة مفصلة عن تحويل 

، وتطبيقه على بعض الدوال  Z تحويلهوم لمف تطرقنا في هذا الفصلالفصل الاول : 
  ،هاب الخاصة ومناطق التقارب ةوغير المنتهي ةوشبه المنتهي ةالمنتهي الاولية والمتتابعات

 التحويل. خواص اهم عرض كما تم است

من خلال ثلاث  Zفي هذا الفصل تم دراسة كيفية ايجاد معكوس تحويل اما الفصل الثاني :
طرق مختلفة وهي طريقة التكامل وطريقة متسلسلة القوى وطريقة الكسور الجزئية . كما تم 

 ر وتحويل لابلاستحويل فوريكل من و  Zبين تحويل  ةاستنتاج العلاق
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 الصفحة المحتويات
 Z تحويلساسية لالمفاهيم الأالفصل الاول : 

 8 المقدمة (1-1)

 Z 9 ل تحوي( 2-1)

 11 لبعض الدوال الاولية Zتحويل  (1-3)

 Z 14 ل تحوياشتقاق  (4-1)

 15 للحالات المختلفة   Zل تحوي (5-1)

 15 المتتاليات المنتهية 1)-5(1-

 16 المنتهية شبه المتتاليات 1)-5(2-

 18 المتتاليات غير المنتهية 1)-5(3-

 Z 20 خواص تحويل (6-1)

 Z تحويل الفصل الثاني : معكوس
 25 المقدمة (1-2)

 26 طريقة التكامل (2-2)

 29 طريقة متسلسلة القوى  (3-2)

 30 طريقة الكسور الجزئية (4-2)

 34 وتحويل فورير  Z ل تحويالعلاقة بين  (5-2)

 35 وتحويل لابلاس Z ل تحويالعلاقة بين  (6-2)

 36 المصادر
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 Introduction                                             المقدمة  (1-1)

أداة رياضية قوية تُستخدم على نطاق واسع في العديد من المجالات لتسهيل معالجة   Z يُعد التحويل
، من المفاهيم ذات الجذور التاريخية  Z وحل المسائل المعقدة. وتُعد فكرة التحويل، وخصوصًا تحويل

 .العميقة التي تطورت بشكل كبير على مر الزمن

ضمن  مولدة، عندما قدّم أبراهام دي موفر مفهوم الدالة ال1730إلى عام  Zيعزى أصل فكرة التحويل 
، قام هوريفيتش بتعريف تحويل للإشارات أو المتتاليات 1947نظرية الاحتمالات. لاحقًا، في عام 

، 1952المأخوذة بنظام العينات كطريقة عملية لحل المعادلات الفرقية ذات المعاملات الثابتة. وفي عام 
، وذلك ضمن مجموعة التحكم  Z ل من "راجازيني" و"لطفي زاده" على هذا التحويل اسم تحويلأطلق ك

 .بالبيانات المأخوذة بنظام العينات في جامعة كولومبيا

النظير الرقمي لتحويل لابلاس المستخدم في تحليل الإشارات المستمرة، كما أنه  Z ويعتبر تحويل
أداة أساسية في مجالات  Z طع. وفي السنوات الأخيرة، أصبح تحويليُعتبر تعميمًا لتحويل فورييه المتق

 .معالجة الإشارات، أنظمة التحكم، وتحليل الأنظمة الزمنية المتقطعة
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 Z                                                        Z Transform ( تحويل2-1)

الانظمة المتغيرة مع مرور الزمن ذات الاشارات وهو اداة رياضية تستخدم في تحليل ومعالجة 
المتقطعة. ويعتبر امتداداً لتحويل فورير المتقطع وتحويل لابلاس، مما يجعله اداة قوية في مجالات مثل 

 معالجة الاشارات، نظريه التحكم، وهندسة النظم و الاتصالات، وعلوم حاسبات.

 )  Z تحويل( تعريف

𝑘=0{𝑥𝑘}لتكن 
لهذه  Z [1,2] متتابعة اعداد حقيقية ) اشارة في النطاق الزمني المتقطع ( يعرف تحويل ∞+

 :المتتابعة بالصيغة التالية 

X(z) = Z(yk) = ∑ (
yk

zk
)

+∞

k=0

,           z ∈ ℂ                                                                   (1.1) 

Z(yk)احياناً تكتب  = X(z) 

 

 ملاحظة: 

𝑅موجود اذا كانت  Z التحويل. نقول ان 1 > 0 . 

|𝑧|. يكون متقارب اذا كان 2 > 𝑅. 

 

 : مثال

𝑥𝑘للدالة ) اشارة (     Z اوجد تحويل = (𝑎𝑘)𝑘=0
+∞ 

 ( لدينا 1.1حسب التعريف ) الحل :

𝑍(𝑎𝑘) = ∑
𝑎𝑘

𝑧𝑘

+∞

𝑘=0
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⟹ 𝑍(𝑎𝑘) = ∑ (
𝑎

𝑧
)

𝑘
+∞

𝑘=0

 

⟹ 𝑍(𝑎𝑘) =
1

1 −
𝑎
𝑧

          , |
𝑎

𝑧
| < 1 , |𝑧| > |𝑎| 

 اذن 

𝑍(𝑎𝑘) =
𝑧

𝑧 − 𝑎
        , |𝑧| > |𝑎| 

𝑎عندما   =  , فأن  1

𝑍(1) =
𝑧

𝑧 − 1
        , |𝑧| > 1 
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 لبعض الدوال الاولية Zتحويل  (1-3) 
 Transform of Z of Some Elementary Functions    

 [1,2]لها  𝐙وتحويل  لة لبعض الدوال المتقطعة البسيطةفيما يلي امث

       دالة الوحدة النبضية                                     (1

 وتعرف هذه الدالة بالصورة  :

xk = {
1                               k = 0
0                       k = 1,2, …

 

 

∵ X(z) = ∑ x(k)

∞

k=0

z−k ⇒ X(z) = 1 ∙ z−0 + 0 ∙ z−1 + ⋯ 

∵ z−0 = 1       ⇒    X(z) = 1 

                                                   ( دالة الوحدة السلمية 2

 وتعرف هذه الدالة بالصورة :

xk = {
1                               k ≥ 0
0                              k < 0
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∴ X(z) = ∑ z−k

∞

k=0

    or  X(z) = ∑(z−1)k

∞

k=0

 

∵  ∑ 𝑎𝑘

∞

𝑘=0

=
1

1 − 𝑎
         ,    |𝑎| < 1 

⇒       X(z) =
1

1 − z−1
         ,      

1

|z|
< 1 ⇒  |z| > 1  

                                      الدالة الأسية العامة( 3

 وتعرف هذه الدالة بالصورة :

x(𝑘) = {𝑎𝑘                                k ≥ 0
0                                  k < 0

 

 

𝑥(𝑘) = 𝑎𝑘𝑢(𝑘)  حيث ان𝑢(𝑘)  دالة الوحدة السلمية 

X(z) = ∑ akz−k

∞

k=0

      or   X(z) = ∑(az−1)k

∞

k=0
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∴ X(𝑧) =
1

1 − 𝑎 𝑧−1
      ,   |

𝑎

𝑧
| < 1  ⟹ |𝑎| < |𝑧| 

𝑥(𝑡)اما الدالة الاسية  = 𝑒−𝑎𝑡 , 𝑡 >  فتكون المتتابعة بالشكل الاتي: 0

x(𝑘) = {𝑒−𝑎𝑘𝑇                                   k ≥ 0
0                                          k < 0

 

X(z) = ∑ 𝑒−𝑎𝑘𝑇z−k

∞

k=0

 = ∑(𝑒𝑎𝑇z)−k

∞

k=0

=
𝑧

𝑧 − 𝑒−𝑎𝑇
 

∴ X(𝑧) =
𝑧

𝑧 − 𝑒−𝑎𝑇
      ,   𝑧 > 𝑒−𝑎𝑇    

 الثابتة( الدالة 4

𝑥(𝑡)الثابتة  الدالة = 𝑐 متتابعة بالشكل الاتيصورة ب وتعرف: 

x(𝑘) = {
c                                  k ≥ 0
0                                  k < 0

 

X(z) = ∑ cz−k

∞

k=0

 = c ∑ z−k

∞

k=0

=
𝑐

1 −
1
𝑧

=
𝑐𝑧

𝑧 − 1
 

∴ X(𝑧) =
𝑐𝑧

𝑧 − 1
      ,   𝑧 > 1   

 ( الدوال المثلثية5

x(𝑘)المتتابعة   = cos 𝜔𝑘  يكون تحويلZ لها 

X(z) =
𝑧(𝑧 − cos 𝜔)

𝑧2 − 2𝑧 cos 𝜔 + 1
 

x(𝑘)اما المتتابعة   = 𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑘  فيكون تحويلZ لها 

X(z) =
𝑧 𝑠𝑖𝑛 𝜔

𝑧2 − 2𝑧 cos 𝜔 + 1
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 Z                  derivation of Z Transformاشتقاق تحويل (1-4) 

اشتق من تحويل لابلاس لسلسلة من النبضات الأحادية، تحويل لابلاس للنبضة الأحادية  Zتحويل 
𝐭وللنبضات المزاحة معرف بدلالة الدالة الأسية لسلسلة من النبضات المعرفة عند  1هو  = 𝛈  التي

وهذا الحد لا يؤثر عند  𝐗(𝛈)∆𝛈مساحتها  𝛈∆تمتاز بعرض قصير "ضيق"  𝐗(𝛈)يكون ارتفاعها 
 بالنبضات المزاحة لأن مقداره مساوياً للواحد.ضربه 

𝐗(𝛈)∆𝛈  𝛅(𝐭 − 𝛈) 

 وسلسلة النبضات يمكن أن تكتب:

X∗(t) = X(0) ∙ ∆η ∙ δ(t) + X(T) ∙ ∆η ∙ δ(t − T) + ⋯ + X(i T) ∙ ∆η ∙ δ(t − iT) + ⋯ 
 

 𝑋∗(𝑡)وبأخذ تحويل لابلاس للمعادلة  𝜂∆هو الزمن المزاح عند النبضة التي عرضها  𝑇علما بأن 
 نحصل على

X∗(s) = X(0)∆η + X(T)∆η e−st + ⋯ + X(i T)∆ηe−si T = ∆η ∑ X(iT)e−siT

∞

i=0

 

 لأعطاء Xهو معامل ضربي فسوف نفرض قيمته في  η∆حيث ان 

X∗(s) = ∑ xi e
−s i T

∞

𝑖=0

 

𝑧وبأبدال  = 𝑒𝑠 𝑇 نحصل على 

X(z) = ∑ xi

∞

i=0

 z−i 
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   للحالات المختلفة Zتحويل  (5-1)
 Different Cases of z Transform     

كلًا  [1]  المتتاليات المنتهية وشبه المنتهية وغير المنتهيةفي حالة  Zفي هذا البند سيتم دراسة تحويل 
 وسندرس مناطق التقارب للحالات الثلاثة كما على حد

 

 المتتاليات المنتهية 1)-5(1-

k=a{xk}                          إذا كانت المتتالية على الصورة 
b = {xa , xa+1 , … , xb−1 , xb} 

 لها يعرف بواسطة Zتحويل فإن 

X(z) = ∑ xk z−k

∞

k=−∞

         ⟹     X(b) = ∑ xk z−k

b

k=a

 

  :مثال

{xk}−2
2 = {1 , 2 , 3 , 2 , 1} 

 يكون  المنتهيةللمتتالية  Zتحويل  لايجاد

X(𝑧) = ∑ 𝑎𝑘 𝑧−𝑘

𝑘=2

𝑘=−2

 

X(𝑧) = 𝑧2 + 2 𝑧 + 3 + 2𝑧−1 + 𝑧−2 
 

 منطقة التقارب في حالة المتتاليات المنتهية

k=a{xk}تمتلك قيم منتهية  X(Z)لإيجاد  zإذا كانت المجموعة المعطاة لـ 
b  كما في الحالة الأولى

z−kفإننا نتفادى عند إيجاد منطقة التقارب قيم   ⟹  ∀ k ≥= 1)التي تجعل  1

Zk
غير معرفة( أي  

zماعدا  zمنطقة التقارب تكون لكل قيم  = 𝑏عندما  0 > 𝑧وما عدا  (𝑎)كما مبين بالشكل  0 = ∞ 
𝑎عندما  < 0 . 
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{𝑥𝑘}              تاذا كان :مثال = {8 , 3 , −2 , 0 , 4 , −6} 

 هو Z فأن تحويل

X(z) = 8z2 + 3z − 2 + 4z−2 − 6z3 

z)ما عدا  zمنطقة التقارب تكون لكل قيم و  = 0  , z = ∞) 

 

 المتتاليات شبه المنتهية 1)-5(2-

k=a{xk}في حالة المتتاليات على الصورة  
∞ = {xa , xa+1 , … }  

 لها يعرف بواسطة  Zفأن تحويل 

X(z) = ∑ xk z−k

∞

−∞

          ⟶        X(z) = ∑ xk z−k

∞

k=a

 

 

xkاذا كان       :مثال = {
0                k < 0
2k            k ≥ 0

 

 Zتحويل  يكون 

X(z) = ∑ 2k  z−k

∞

k=0

=  ∑ (
2

z
)

k∞

k=0

= 1 +
2

z
+ (

2

z
)

2

+ ⋯ =
1

1 −
2
z

=
z

z − 2
 

 وهي متسلسلة هندسية.

∞−=k{xk}في حالة المتتاليات التي على الصورة اما 
b = {… , xb−2 , xb−1 , xb}   

 لها يعرف بواسطة  Zفان تحويل 

X(z) = ∑ xk z−k

∞

k=−∞

     ⟹     ∑ xk z−k

b

k=−∞

=  ∑ (𝑥𝑘)−1 𝑧𝑘

∞

𝑘=−𝑏
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𝑥𝑘اذا كانت  :مثال = {𝑒𝑘                    𝑘 ≤ 0
0                     𝑘 > 0

 يكون  z–تحويل فأن  

X(z) = ∑ xk z−k

∞

k=−∞

   =     ∑ ek z−k

0

k=−∞

=  ∑ e−k zk

∞

k=0

 

         = ∑ (
z

e
)

k

= 1 +
z

e
+ (

z

e
)

2

+ (
z

e
)

3

+ ⋯ =
1

1 − (
z
e)

=
e

e − z

∞

k=0

 

 متسلسلة هندسية.

 

 منطقة التقارب في حالة المتتاليات شبة المنتهية :

𝑘=𝑎{𝑥𝑘}اذا كانت المتتاليات على الصورة 
∑لها  Z وان التحويل ∞ xk z−k∞

k=a 

> 𝑅التي تحقق  zلكل قيم  X(z)فأن منطقة التقارب   |𝑧|  ما عدا القيم التي تجعلz  غير معرفة اي
𝑎عند  < 0 

xkاذا كان     :مثال = {(
−1

2
)

k
                  k ≥ 0

0                         k < 0
 فأن  

X(z) = ∑ xkz−k

∞

k=−∞

= ∑ (
−1

2
)

k

  zk

∞

k=0

= ∑ (
−1

2z
)

k∞

k=0

 

X(z) = 1 −
1

2
𝑧−1 +

1

4
𝑧−2 + ⋯ =

1

1 +
1

2𝑧

=
𝑧

𝑧 +
1
2

 

−|وهذه المتسلسة هندسية تكون صحيحة اذا كانت 
1

2
𝑧−1| < 1 

|
1

2
| < 𝑧            ⟹          

1

2
< 𝑧         ⟹       𝑅− =

1

2
 

X(Z) 1تتقارب لكل  ∴

2
< |𝑧|  

∞−=k{xk}اذا كانت المتتالية على الصورة 
b  وان تحويلZ لها 
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X(z) = ∑ xk  z−k

b

k=−∞

 

+𝑅التي تحقق  zتتقارب لكل قيم  X(𝑧)فان  > |𝑧|  1ما عدا القيم التي تجعل

𝑧𝑘
= ∞  

b) اي ان  > 0  ) 

 

xk   ت  اذا كان :مثال = {2k                      k < 0
0                       k ≥ 0

 

 فأن

𝑋(z) = ⋯ +
1

8
𝑧3 +

1

4
𝑧2 +

1

2
𝑧 =

𝑧
2

1 +
𝑧
2

 

|وهذه متسلسلة هندسية تكون صحيحة اذا كانت 
1

4
 𝑧2| < 1  

|𝑧|2 < 4   ⟹   |𝑧| < 2    ⟹    𝑅+ = 2 

X(z) |𝑧|تتقارب لكل  ∴ < 2  

 

 المتتاليات غير المنتهية 1)-5(3-

∞−{xk}اذا كانت المتتالية على الصورة 
∞ = {… , x−2 , x−1 , x0 , x1 , … }  

 لها يعرف بواسطة : Zفان تحويل  

X(z) = ∑ xk z−k

∞

k=−∞

    ⟹   ∑ xk z−k

a

k=−∞

+ ∑ xk z−k

∞

k=a+1

 

𝑎حيث ان  ∈ ℜ  
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xk        تاذا كان (8مثال ) = {
2k               k ≥ 0

(
1

3
)

k
           k < 0

 

 فأن

𝑋(z) = ∑ xkz−k

∞

k=−∞

= ∑ (
1

3
)

k

z−k

−1

k=∞

+ ∑ 2kz−k

∞

k=0

 

              = ∑ 3kzk

∞

k=1

+ ∑ (
2

z
)

k∞

k=0

= ∑(32)k

∞

k=1

+ ∑ (
2

z
)

k∞

k=0

 

X(z) = [3z + (3z)2 + (3z)3 + ⋯ ] + [1 + (
2

2
) + (

2

2
)

2

+ ⋯ ] =
3z

1 − 3z
+

z

z − 2
 

 

 التقارب في حالة المتتاليات غير المنتهية:منطقة 

∞−=k{xk}اذا كانت المتتالية على الصورة 
 مع التحويل ∞

X(z) = ∑ xk z−k

∞

k=−∞

 

−𝑅تتقارب لكل قيم التي تحقق  X(𝑧)فأن  < |𝑧| < 𝑅+ 

 اذا كانت :مثال 

xk = {
2k              k < 0

(
1

2
)

k

              k ≥ 0
 

𝑅− =
1

2
                   𝐴𝑛𝑑                𝑅+ = 2 

1منطقة التقارب تكون 

2
< |𝑧| < 2  

X(z) = ∑ 2𝑘  z−k

−1

k=−∞

+ ∑ (
1

2
)

k

z−k

∞

k=0
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          = ∑ 2−𝑘   zk

∞

k=1

+ ∑ (
1

2 𝑧
)

k∞

k=0

=

𝑧
2

1 −
𝑧
2

+
1

1 −
1

2𝑧

 

|
𝑧

2
| < 1         ⟹           |𝑧| < 2 

|
𝑧

2 𝑧
| < 1        ⟹          |𝑧| >

1

2
 

X(z) 1تتقارب لكل  ∴

2
< |𝑧| < 2   

 

  Z                  Properties of Z Transformخواص تحويل  1)-(6

 كالاتي : Z [1,2] خواص تحويلبعض من يمكن توضيح 

 

 الخطيةالخاصية  -1

Z[a{xk} + b{yk}] = ∑ (a xk + b yk)z−k

∞

k=−∞

 

                                = a ∑  xk z−k 

∞

k=−∞

+ b ∑  yk z−k 

∞

k=−∞

   = a X(z) + b Y(z) 

 

Z[a{xk} + b{yk}] = a X(z) + b Y(z) 

 :مثال 

xk                                                 اذا كان                            = cos k ω0 

      =
1

2
𝑒𝑖 𝑘𝜔0 +

1

2
𝑒−𝑖 𝑘𝜔0 

 نستخدم التحويل 
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ak   ,   k ≥ 0     ⟹     
1

1 − a z−1
            a < |z| 

 نجد ان

(ei ω0)
k

    ,   k ≥ 0   ⟹   
1

1 − ei ω0  z−1
         1 < |z| 

(e−i ω0)
k

    ,   k ≥ 0   ⟹   
1

1 − e−i ω0  z−1
         1 < |z| 

 وكذلك 

X(z) =

1
2

1 − ei ω0  z−1
+

1
2

1 − e−i ω0  z−1
          |z| > 1 

          =
1 − cos ω0 z−1

1 − 2cos ω0 z−1 + z−2
 

 

xk                                                                كذلك بالنسبة الى    = sin k ω0 

sin kω0 =
1

2
ei ω0 −

1

2
e−ik ω0 

X(z) =

1
2

1 − ei ω0   z−1
−

1
2

1 − e−i ω0   z−1
 

          =

1
2 (1 − e−i ω0   z−1) −

1
2 (1 − ei ω0   z−1)

(1 − ei ω0   z−1)(1 − e−i ω0   z−1)
 

           =
(

1
2

−
1
2

e−iω0   z−1 −
1
2

+
1
2

eiω0   z−1)

1 − ei ω0   z−1 − e−i ω0   z−1 + z−2
 

          =

1
2 (eiω0   z−1 − e−iω0   z−1)

1 − z−1(ei ω0 − e−i ω0) + 𝑧−2
 

X(z) =
sin ω0  z−1

1 − 2 cos ω0  z−1 + z−2
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  الازاحة خاصية -2

{xk}لتكن  → X(z)  فلأيجاد تحويلZ  للمتتالية{xk±k0
 فأن  {

𝑍[{xk±k0
}] = ∑ xk±k0

     z−k

∞

k=−∞

 

                    = ∑ xm   z−m±k0

∞

m=−∞

= ∑ xm   z−m

∞

m=−∞

= z±k0      x(z) 

∴ Z[{xk±k0
}] = z±k0   x(z) 

 

  k الضرب بـخاصية  -3

{xk}لتكن  → X(z)  تحويل فأنه يمكن ايجادZ  للمتتالية{kxk}  كألاتي 

Z{k xk} = ∑ k xk

∞

k=−∞

  z−k 

              = z ∑ k xk

∞

k=−∞

  z−k−1 

              = z ∑  xk

∞

k=−∞

  (k   z−k−1) 

            = z ∑  xk

∞

k=−∞

[−
d

dz
z−k] 

           = −z 
d

dz
∑  xk

∞

k=−∞

 z−k =  −z 
d

dz
 X(z) 

∴ Z {kxk} = −z 
d

dz
 X(z) 
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𝐤خاصية القسمة على  -4 + 𝐚  

}للمتتالية  Zيمكن ايجاد تحويل 
xk

k+a
 كالاتي: {

Z {
xk

k + a
} = ∑

xk

k + a

∞

k=−∞

z−k = ∑ xk za

∞

k=−∞

 [− ∫ ẑ−k−a−1

z

0

 dẑ] 

                   = −za ∫ ẑ−a−1

z

0

∑ xk ẑ−k

∞

k=−∞

 dẑ 

∴ z {
xk

k + a
} = −za ∫ ẑ−a−1

z

0

∑ xk ẑ−k

∞

k=−∞

 dẑ 

 

𝜐𝑘اذا كان                    :مثال = 1    ,   𝑘 > 1  

{𝑥𝑘}وكان              = {
1

𝑘
}   , 𝑘 ≥ 1 = {1 ,

1

2
 ,

1

3
 , … } 

𝑣(𝑧) = ∑ 1 ∙  z−1

∞

k=1

=
z−1

(1 − z−1)
     ,   1 < |z| 

 يكون  {𝑥𝑘}لـ  Zفأن تحويل 

X(z) = −z0 ∫ ẑ−1

z

0

v(ẑ) dẑ 

X(z) = − ∫
ẑ−2

1 − ẑ−1

z

0

 dẑ   ⟹   X(z) = ln(1 − z−1)   , 1 < |z| 
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 الفصل الثاني

 Zمعكوس تحويل 
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 Introduction                                                      مقدمةال (1-2) 

الأدوات الأساسية في تحليل الأنظمة الرقمية، حيث يهدف إلى استرجاع أحد  Z معكوس تحويليُعد 
لتحويل المتتاليات  Z المتسلسلة الزمنية الأصلية من تحويلها في المجال المركب. فبينما يُستخدم تحويل

إلى تمثيل جبري يسهل التعامل معه رياضيًا، فإن المعكوس يُستخدم لإعادة هذه التمثيلات إلى صيغتها 
 .منية الأصلية، مما يُمكن من دراسة السلوك الديناميكي للنظام في المجال الزمنيالز 

في التطبيقات العملية الواسعة التي تتطلب تحليل إشارات أو نظم  Z تكمن أهمية معكوس تحويل
زمنية متقطعة، مثل الأنظمة الرقمية في التحكم ومعالجة الإشارات. ولا يمكن الحصول على وصف كامل 

 .نظام رقمي دون القدرة على العودة إلى المجال الزمني باستخدام هذا المعكوسلأي 

يُوجد عدد من الطرق التي طُورت لحساب المعكوس، تختلف في مدى تعقيدها ودقتها وسهولة 
استخدامها، ومن أبرزها: طريقة التكامل في المستوى العقدي، طريقة متسلسلة القوى، وطريقة الكسور 

المعطاة، ومدى تعقيد أقطابها والمجال  Z ار الطريقة المناسبة يعتمد على طبيعة دالة تحويلالجزئية. اختي
 .المطلوب تحليل السلوك فيه

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



26 
 

 Integration Method                             طريقة التكامل  (2-2)

محيطاً مغلقاً   𝐶على صيغة تكامل كوشي التي تنص على انه اذا كانت  [3]تعتمد طريقة التكامل 
 في اتجاه عكس عقارب الساعة فأن: يحيط بالاصل

1

2𝜋𝑗
∮ 𝑧𝑘−1 𝑑𝑧

 

𝐶

= {
1,         𝑘 = 0
0,        𝑘 ≠ 0

                                                                             (2.1) 

 : الصيغةيعطى بـ لمتتابعةل Zتحويل 

𝑋(𝑧) = ∑ 𝑥(𝑛)𝑧−𝑛                                                                                              (2.2)

∞

𝑛=−∞

 

1بـ  (2.2)ضرب كلا الجانبين في المعادلة ب

2𝜋𝑗
𝑧𝑘−1   على محيط التكامل ب احسو𝐶  الذي يحيط

  𝑋(𝑧)يقع في منطقة تقارب الذي عكس عقارب الساعة و في اتجاه نقطة الاصل ب

1

2𝜋𝑗
∮ 𝑋(𝑧)𝑧𝑘−1 𝑑𝑧

 

𝐶

=
1

2𝜋𝑗
∮  ∑ 𝑥(𝑛)𝑧−𝑛+𝑘−1

∞

𝑛=−∞

 𝑑𝑧                                      (2.3) 

 

𝐶

 

 سلسلة متقاربة( نحصل على:مت)اذا كانت ال (2.3)ترتيب التكامل في الجهة اليمنى من المعادلة وب

1

2𝜋𝑗
∮ 𝑋(𝑧)𝑧𝑘−1 𝑑𝑧

 

𝐶

= ∑ 𝑥(𝑛) 
1

2𝜋𝑗

∞

𝑛=−∞

 ∮ 𝑧−𝑛+𝑘−1 𝑑𝑧                                      (2.4)

 

𝐶

 

 (2.4)على التكامل في الجهة اليمنى من المعادلة   (2.1) كوشيتكامل  تطبيق صيغة

1

2𝜋𝑗
 ∮ 𝑧−𝑛+𝑘−1 𝑑𝑧

 

𝐶

= 𝑓(𝑥) = {
1,         𝑛 = 𝑘
0,        𝑛 ≠ 𝑘

 

 تصبح : (2.4)فأن المعادلة 

1

2𝜋𝑗
 ∮ 𝑋(𝑧)𝑧𝑘−1 𝑑𝑧

 

𝐶

= 𝑥(𝑘) 
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 يعطى بالتكامل : Zوبذلك يكون معكوس تحويل 

𝑥(𝑛) =
1

2𝜋𝑗
 ∮ 𝑋(𝑧)𝑧𝑛−1 𝑑𝑧

 

𝐶

                                                                                   (2.5) 

 العكسي بأستخدام نظرية البواقي .  Zفي الغالب يتم حساب تحويل 

𝑥(𝑛) = ∑[𝑟𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑒 𝑜𝑓 𝑋(𝑧)𝑧𝑛−1 𝑎𝑡 𝑡ℎ𝑒 𝑝𝑜𝑙𝑒𝑠 𝑖𝑛𝑠𝑖𝑑𝑒 𝐶]                             (2.6) 

 لـ  Zتحويل  يجاد معكوسأ :مثال

𝑋(𝑧) =
𝑧

𝑧 + 3
, |𝑧| > 3 

 (2.5من المعادلة )

𝑥(𝑛) =
1

2𝜋𝑗
 ∮

𝑧

𝑧 + 3
𝑧𝑛−1 𝑑𝑧 =

1

2𝜋𝑗
∮

𝑧𝑛

𝑧 + 3
 𝑑𝑧 

 

𝐶

 

 

𝐶

 

𝑛لكل .  3 من هو دائرة نصف قطرها اكبر 𝐶حيث ان مسار التكامل  ≥ فأن مسار التكامل يحيط  0
𝑧بقطب واحد فقط عند  = −3 

𝑥(𝑛) = 𝑅𝑒𝑠 [
𝑧𝑛

𝑧 + 3
, −3] = (−3)𝑛 

𝑛عندما يكون  < 𝑧بألاضافة الى القطب عند  0 = 𝑧عند  يوجد قطب متعدد الترتيب 3− = الذي  0
 𝑛يعتمد ترتيبه على قيمة 

𝑛لكل  = −1  

𝑥(−1) =
1

2𝜋𝑗
∮

𝑧

𝑧(𝑧 + 3)
 𝑑𝑧 

 

𝑐

 

              = 𝑅𝑒𝑠 [
1

𝑧(𝑧 + 3)
, 0] + 𝑅𝑒𝑠 [

1

𝑧(𝑧 + 3)
, −3] =

1

3
+

−1

3
= 0 

𝑛لكل و  = −2 
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𝑥(−2) =
1

2𝜋𝑗
∮

𝑧

𝑧2(𝑧 + 3)
 𝑑𝑧 

 

𝐶

 

             = 𝑅𝑒𝑠 [
1

𝑧2(𝑧 + 3)
, 0] + 𝑅𝑒𝑠 [

1

𝑧2(𝑧 + 3)
, −3] =

1

1!
 

𝑑

𝑑𝑧
 

1

(𝑧 + 3)
|𝑧 = 0 

𝑥(𝑛) كون رار يجب ان توبألاستم = 𝑛 لكل 0 <  لذلك 0

𝑥(𝑛) = {
(−3)𝑛 , 𝑛 ≥ 0
0 ,         𝑛 < 0

          

 

 العكسي للدالة Z أيجاد تحويل  :مثال

𝑥(𝑧) = 𝑧2 + 6 + 7𝑧−3 , 0 < |𝑧| < ∞ 

 ( سيكون 2.5من المعادلة )

𝑥(𝑛) =
1

2𝜋𝑗
 ∮(𝑧2 + 6 + 7𝑧−3)𝑧𝑛−1 𝑑𝑧

 

𝐶

 

 :كون فت ،عقارب الساعةاتجاه عكس بهو الدائرة الوحدة المأخوذة Cحيث 

𝑥(𝑛) =
1

2𝜋𝑗
 [∮ 𝑧𝑛+1 𝑑𝑧

 

𝐶

+ 6 ∮ 𝑧𝑛−1 𝑑𝑧

 

𝐶

+ ∮ 𝑧𝑛−4 𝑑𝑧

 

𝐶

] 

 من صيغة تكامل كوشي نحصل على 

𝑥(−2) =
1

2𝜋𝑗
[2𝜋𝑗 ∗ 1 + 0 + 0] = 1 

𝑥(0) =
1

2𝜋𝑗
[0 + 6 ∗ 2𝜋𝑗 + 0] = 6 

𝑥(3) =
1

2𝜋𝑗
[0 + 0 + 7.2𝜋𝑗] = 7 

𝑛  ولكل  ≠ 𝑥(𝑛)تكون  2,0,3− =  وبالتالي تكون  0
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𝑥(𝑛) = {

1,           𝑛 = −2
6,               𝑛 = 0
7,                𝑛 = 3

0,                  𝑜. 𝑤

 

.ايجادها مطلوب 𝑥(𝑛)طريقة التكامل مفيدة بشكل خاص اذا كانت هناك قيم محدودة لـ  يمكن القول ان
  

 Power Series Method       طريقة متسلسلة القوى             (2-3)

 بالصيغة: سلسلة القوى متك 𝑋(𝑧)كتابة  تعتمد على [3] فكرة هذه الطريقة

𝑋(𝑧) = ∑ 𝑐𝑛𝑧−𝑛                                                                                                   (2.7)

∞

𝑛=−∞

 

𝑥(𝑛)القول ان  بالمقارنة يمكنثم  = 𝑐𝑛  لكل𝑛. 

 العكسي للدالة  Zايجاد تحويل   :مثال

𝑋(𝑧) = 𝑧2 + 6 + 7𝑧−3 ,       0 < |𝑧| < ∞ 

 بما ان 

𝑋(𝑧)   متكون من مجموع حدود فيها هي دالةz مرفوعة لقوى صحيحة منتهية و𝑥(𝑛)  سلسلة متهي
 . لذا فأن𝑋(𝑧)في  𝑧−1الذي يضرب معامل الهي   𝑥(𝑛)محدود. لذلك فأن طول حدود ذات 

𝑥(3) = 7    , 𝑥(0) = 6    , 𝑥(−2) = 1  

𝑥(𝑛) = {

1,            𝑛 = −2
6,               𝑛 = 0
7,                𝑛 = 3

0,                  𝑜. 𝑤

 

سلسلة القوى اسهل من التكامل في مثل هذه متنلاحظ ان طريقة  ين السابقين: عند مقارنة المثالملاحظة
 الحالات.
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 العكسي للدالة  Zايجاد تحويل  :مثال

𝑋(𝑧) =
𝑧

𝑧 + 3
 , |𝑧| > 3 

 علاوة على ذلك .الايمنالمتتابعة هي متتابعة من الجانب و خارج الدائرة  تقع منطقة التقارب نظراً لان
∞→lim𝑧                              لان           فهي متتابعة سببية 𝑋(𝑧) = 1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 

  𝑧−1لة يمكن الحصول على متسلسلة من القوة في يطو من خلال القسمة الف

𝑋(𝑧) = 1 − 3𝑧−1 + 9𝑧−2 + ⋯ = ∑(−3)𝑛𝑧−𝑛

∞

𝑛=0

 

𝑥(𝑛) = (−3)𝑛𝑢(𝑛) 

 

  Partial -Fraction Method              ةريقة الكسور الجزئيط 2)-(4

 ،هي وسيلة مفيدة للعثور على معكوسها [3] ةر الجزئيو دالة كسرية فأن طريقة الكس 𝑋(𝑧)اذا كانت  
 𝑋(𝑧)الفكرة هي كتابة 

𝑋(𝑧) =∝1 𝑋1(𝑧) +∝2 𝑋2(𝑧) + ⋯ +∝𝑘 𝑋𝑘(𝑧)                                                    (2.8) 

∋𝑖∝و  𝑥𝑖(𝑛)عكسي  Zله تحويل  𝑋𝑖(𝑧)حيث كل  ℂ  لكل𝑖 = 1,2, … , 𝑘 . 

 فأن يمكن التعبير عنها كالتالي 𝑧بالنسبة لـ كسرية دالة  𝑋(𝑧)اذا كانت ف

𝑋(𝑧) =
𝐴(𝑧)

𝐵(𝑧)
=

𝑎0 + 𝑎1𝑧 + 𝑎2𝑧2 + ⋯ + 𝑎𝑀𝑧𝑀

𝑏0 + 𝑏1𝑧 + 𝑏2𝑧2 + ⋯ + 𝑏𝑁𝑧𝑁
                                                (2.9) 

,𝑁حيث  𝑀 ∈ ℕ 

𝑁اذا كان ف ≠ 0 , 𝑀 < 𝑁  فأن𝑋(𝑧)  فأن  فعلية وخلاف ذلكتسمى دالة كسرية𝑋(𝑧)  دالة كسرية 
 اي:فعلية  كسرية  متعددة حدود ودالةويمكن كتابتها على شكل مجموع  فعلية،غير 
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𝑋(𝑧) = 𝑐0 + 𝑐1𝑧 + 𝑐2𝑧2 + ⋯ + 𝑐𝑘𝑧𝑘 +
𝐴(𝑧)

𝐵(𝑧)
                                                  (2.10) 

كتابتها  يجب، الفعليةدالة كسرية الالحدود بسهولة، ولكن لإيجاد معكوس  متعددةيمكن إيجاد معكوس 
          كمجموع من دوال أبسط. ولتحقيق ذلك، نقوم بتحليل مقام الكسر إلى عوامل تمثل الأقطاب

𝑝0 + 𝑝1, … , 𝑝𝑚  من𝑋(𝑧) .  لدينا حالتان بالنسبة للأقطاب :يوجد 

 

 بسيطة  𝑋(𝑧)اذا كانت جميع اقطاب  اقطاب بسيطة: الحالة الاولى

𝑋(𝑍) = ∑
𝐴𝑖

𝑧 − 𝑝𝑖

𝑚

𝑖=1

                                                                                                   (2.11) 

 عندما

𝐴𝑖 = (𝑧 − 𝑝𝑖)𝑋(𝑧)|𝑧 = 𝑝𝑖 

 فأن 

𝑍−1 [
𝑧

𝑧−𝑝𝑖
] = {

(𝑝𝑖)𝑛𝑢(𝑛)                    , 𝑖𝑓  |𝑧| > |𝑝𝑖|

−(𝑝𝑖)𝑛𝑢(−𝑛 − 1)     , 𝑖𝑓 |𝑧| < |𝑝𝑖|
                                          (2.12)  

الخاص بها قيم مركبة، فإن   𝑋(𝑧)، وكان لبعض أقطاب(causal)  إشارة سببية  𝑥(𝑛)إذا كانت 
قطب. في هذه الحالة، تظهر الأقطاب في أزواج هو أيضًا   ∗𝑝يعني أن مرافقه المركب   𝑝 وجود قطب 

 .من المرافقين المركبين

𝑥(𝑛) = [𝐴(𝑝)𝑛 + 𝐴∗(𝑝∗)𝑛]𝑢(𝑛)                                                                          (2.13) 

 ( تصبح2.13في صيغة القطب فأن المعادلة )

𝑥(𝑛) = 2|𝐴||𝑝|𝑛 cos(𝜃𝑛 + 𝜑) 𝑢(𝑛)                                                                   (2.14) 

, 𝜑حيث  𝜃  هما زاوية القطب𝑝 الجزئي على التوالي. ركسال معامل وزاوية 
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  𝑟 ، سيكون هناك𝑋(𝑧)في   𝑟عند وجود قطب مكرر من الدرجة الحالة الثانية: اقطاب متعددة
جزئية مرتبطة بهذا القطب المكرر. ويكون شكل التوسيع إلى كسور معاملات في التوسيع إلى كسور 

 :جزئية كالتالي

𝑋(𝑧) = ∑
𝐴1𝑘

(𝑧 − 𝑝1)𝑟+1−𝑘

𝑟

𝑘=1

+ ∑
𝐴𝑘

𝑧 − 𝑝𝑘

𝑚

𝑘=𝑟+1

                                                       (2.15) 

𝐴1𝑘 =
1

(𝑘 − 1)!

𝑑𝑘−1

𝑑𝑧𝑘−1 
(𝑧 − 𝑝1)𝑟𝑋(𝑧)|𝑧 = 𝑝1,                 𝑘 = 1,2, … , 𝑟    

 

 العكسي  Zتحويل  لايجاد  6 مثال

𝑋(𝑧) =
𝑧2 + 3𝑧

𝑧2 − 3𝑧 + 2
 

 اذا كانت 

𝑎) |𝑧| > 1 

𝑏) |𝑧| < 2 

𝑐) 1 < |𝑧| < 2 

𝑋(𝑧)كتب ياولًا:  𝑧⁄  كـكسر جزئي 

𝑋(𝑧) = 5
𝑧

𝑧 − 2
− 4

𝑧

𝑧 − 1
 

|𝑧|هي  𝑋(𝑧)لـ التقارب : نظراً لان منطقة  (𝑎)بالنسبة لـ  >  تابعةتمهو  𝑥(𝑛) تابعةتمفأن ال 1
 لذا نحصل على  ةسببي

𝑥(𝑛) = (5(2)𝑛 − 4)𝑢(𝑛) 

|𝑧|هي  𝑋(𝑧)لـ التقارب : منطقة  (𝑏)بالنسبة لـ  <   ةغير سببي متتابعةهو  𝑥(𝑛) تابعةتملذا فأن ال 2

𝑥(𝑛) = (−5(2)𝑛 + 4)𝑢(−𝑛 − 1) 
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الجوانب احد  ةثنائي 𝑥(𝑛) لمتتابعةهي حلقة لذا فأن ا 𝑋(𝑧)الاخيرة لـ التقارب : منطقة  (𝑐)بالنسبة لـ 
|𝑧|تتداخل مع التقارب المصطلحات سببي والاخر غير سببي منطقة  > |𝑧|و  1 < حيث توفر  2

𝑝1التسلسل السببي والقطب  = 𝑝2و  1 = 2  

𝑥(𝑛) = −4𝑢(𝑛) − 5(2)𝑛𝑢(−𝑛 − 1) 

 

 العكسي  Zد تحويل لايجا :مثال

𝑋(𝑧) =
𝑧 + 1

𝑧2 − 2𝑧 + 𝑧
 ,       |𝑧| > √2 

𝑌(𝑍)نكتب  = 𝑋(𝑧) 𝑧⁄ كسر جزئيكـ 

𝑥(𝑛) = 𝑓(𝑥) = {− (
1 + 3𝑗

4
) (1 + 𝑗)𝑛 − (

1 − 3𝑗

4
) (1 − 𝑗)𝑛 , 𝑛 ≥ 1

0,                                                                            𝑜. 𝑤
 

𝑛 ≥  بصيغة القطب كالتالي : 𝑥(𝑛)يمكن كتابة  1

𝑥(𝑛) = (
√10

2
) (√2)

𝑛
cos (

𝜋

4
𝑛 + 𝑡𝑎𝑛−13) 

𝑥(𝑛) = √5(√2)
𝑛−1

cos (
𝜋

4
𝑛 + 𝑡𝑎𝑛−13) 
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   وتحويل فورير  Zالعلاقة بين تحويل  (2-5)
                The Relation Between Z-transform and the Fourier 

Transform 
 

 يكتب بالصيغة 𝑥(𝑛)تحويل فورير المنفصل لـ  متتابعة، فأن 𝑥(𝑛)ليكن 

X(ejω) = ∑ x(n)e−nωj                                                                                     (2.

∞

n=−∞

16) 

 هو 𝑥(𝑛)لـ  Zحقيقي. وتحويل  ωعندما 

X(𝑧) = ∑ x(n)z−𝑛                                                                                           (2.

∞

n=−∞

16) 

z  ةالقطبي يكتب بالصيغة zحيث المتغير = rejω عندما  𝑟 = |𝑧|     و𝜔 = arg(𝑧)  

 نحصل على :  (2.16)المعادلةفي  تعويض الصيغة القطبيةعند 

𝑋(𝑧) = ∑ 𝑥(𝑛)(𝑟𝑒𝑗𝜔)
−𝑛

∞

𝑛=−∞

= ∑ 𝑥(𝑛)𝑟−𝑛(𝑒𝑗𝜔)
−𝑛

                                (2.17)

∞

𝑛=−∞

 

𝑟اذا كان . ف [𝑥(𝑛)𝑟−𝑛]  لـ وهذا هو تحويل فورير المنفصل = 𝑧فأن  1 = 𝑒𝑗𝜔  يصبح تحويلZ  لـ
𝑥(𝑛)  اي 

𝑋(𝑧)|𝑧 = 𝑒𝑗𝜔 = 𝑋(𝑒𝑗𝜔)                                                                                        (2.18) 

 . [3]تعميماً لتحويل فورير المنفصل Z لذا يعد تحويل
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 وتحويل لابلاس Zالعلاقة بين تحويل  (2-6)

The Relation Between transform and Laplace Transform  
يمكن كتابتها على منفصلة التي دالة عينة  𝑓𝑠(𝑡) ا كانتاذ ،هي دالة مستمرة 𝑓(𝑡)افترض ان 

 النحو التالي:

𝑓𝑠(𝑡) = ∑ 𝑓(𝑡)𝛿(𝑛 − 𝑡)

∞

𝑛=−∞

= ∑ 𝑓(𝑛)𝛿(𝑛 − 𝑡)                                         (2.19)

∞

𝑛=−∞

 

 : يكون  𝑓𝑠(𝑡)تحويل لابلاس للدالة ا 

𝑋(𝑠) = ℒ[𝑓𝑠(𝑡)] = ∫ [ ∑ 𝑓(𝑛)𝛿(𝑡 − 𝑛)

∞

𝑛=−∞

]

∞

−∞

𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡                                      (2.20) 

𝑠حيث  = σ + 𝑗𝜔  وσ  وω من خلال تبادل ترتيب المجموع والتكامل في  ة،حقيقي تهما متغيرا
 نحصل على: (2.20)المعادلة 

𝑋(𝑠) = ∑ 𝑓(𝑛)

∞

𝑛=−∞

[ ∫ 𝛿(𝑡 − 𝑛)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

] = ∑ 𝑓(𝑛)𝑒−𝑛𝑠        

∞

𝑛=−∞

 

          = ∑ 𝑓(𝑛)(𝑒𝑠)−𝑛

∞

𝑛=−∞

= 𝑋(𝑧)|𝑧 = 𝑒𝑠                                                         (2.21) 

 : يه Z [3]العلاقة بين تحويل لابلاس وتحويل فأن لذا 

𝑋(𝑠) = 𝑋(𝑧)|𝑧 = 𝑒𝑠       او𝑋(𝑧) = 𝑋(𝑠)|𝑠 = ln 𝑧 
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