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 الشكر والتقدير

سم محمد وال      شرف الانبياء والمرسلين ابو القا سلام على أ ه الحمد لله رب العالمين والصلاة وال

تطيب اللحظات الا بذكره ولا تطيب  وصحبه اجمعين اشكر الله الذي لا يطيب العمل الا بشكره ولا

 الاخرة الا بعفوه والذي وفقنا لإنجاز هذه الدراسة فله الحمد اولاً اخيراً.

ويسعععدنا ان نشععكر من كان الشععكر ايل ما يقدم له اسععتادتنا لم.د هديل عازي عبدعليف التي تف ععل  

 ف على هذا البحث فجزاها الله خيراً ولها منا فائق الشكر والاحترام.بالأشرا

كما نتقدم بخالص الشعععكر الى الذين حملوا أيدس رسعععالة في الحياة ومهدوا لنا لريق العلم والمعرفة 

 الى جميع اساتذتنا الافاضل.

ولا  المسعععععاعدة. كذلك نشعععععكر كل من يام بمسعععععاعدتنا في اتمام هذا البحث ويدم لنا العون ومد لنا يد

شجيع لكي يظهر هذا العمل في  سرنا العزيزة على ما أبدوه من جهد وت شكر الى ا سى ان نتقدم بال نن

 أحسن صورة ممكنة.

 اسال الله العظيم ان ينال جهدنا اعجابكم وان تكون هذه الدراسة بمثابة علم ينتفع به.
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 المستخلص

في الف ععععاء التبولوجيا  أهم الخواص تبولوجيا وهي خاصععععية التراصتحدثنا في هذا البحث عن خاصععععية من      

وتناولنا موضععوعات مهمة عديدة دات علاية بالف ععاء المتراص بداً من الف ععاء التبولوجيا والمجموعات المغلقة 

 س لالقاعدةف والدوال المتصلة ثم تطرينا الى الف اء المتراص وانواعه والتراص والاتصال.والاسا

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

المقدمة



 

 

 

1 
 

 المقدمة

أهم خاصععية تبولوجيا هي التراص. انه يلعب دور المفتاح في عدة فروع من الرياضععيات من العدل القول أن       

م التبولوجيععاإ اداً مععا هو التراصك يمكن أن يوصععععععف بععانععه تعميم من لم يفهم لغععايععة الن التراص فهو لم يفه

التبولوجيين للتناهي. التعريف الاصععطلاحي يقول ان الف ععاء التبولوجي هو متراص ادا حقق الخاصععية انه عندما 

يكون مجموعة جزئية من اتحاد عدد عير منتهي من المجموعات المفتوحة فهو كذلك مجموعة جزئية من اتحاد 

ية منتهية من ف عععععععاء تبولوجي هي عدد من تهي من هذه المجموعات المفتوحة. واضععععععل أن كل مجموعة جزئ

متراصعععة. وبسعععرعة يمكن أن نشعععاهد أن في الف عععاء المتقطع المجموعة هي متراصعععة ادا وفقي ادا كان  منتهية. 

ت عير منتهية يمكن نكتشف أن مجموعا Rعندما نذهب الى الف اءات التبولوجيا مع تراكيب تبولوجيا عنية مثل 

,a]أن تكون متراصععععة. في الحقيقة كل الفترات المغلقة  b]  فيR   هي متراصععععة. ولكن فترات من هذا النوع هي

هي متراصعععةك نظرية  Rالوحيدة التي تكون متراصعععة. لذلك يقودنا لنسعععأل: بال عععبي أي المجموعات الجزئية من 

ية المترا قة  Rصعععععععة في هين بورل سععععععوف تخبرنا أن المجموعات الجزئ هي فقي المجموعات التي تكون مغل

شاهد أن ال سوفَ ن سة التبولوجيا  سماً ومحدودة في نفس الوي . عندما نذهب بعيداً في درا ]  تراص يلعب دوراً حا

5:p.145]. 

بالشععكل  1924أن العالم الكسععندروف يد أعطى التعريف الدييق لهذه الخاصععية كل الف ععاءات التبولوجيا عام      

 ي: الت

ف Open coverل ف ادا وفقي ادا لكل تغطية مفتوحةCompact spaceيسمى الف اء التبولوجيا ف اءاً متراص ل

سة  صية التراص هي امكانية درا للف اء توجد تغطية مفتوحة منتهية جزئية منها لنفس الف اء. أن الفائدة من خا

ئية المفتوحة والتي نته من المجموعات الجزالف ععععععاء التبولوجي المتمتع بهذه الخاصععععععية من خلال معرفة عدد م

 .[p.173:3]  تغطي الف اء

 :في هذا البحث يمنا بدراسة مفهوم التراص في الف اءات التبولوجيا ويد يمنا بتقسيم هذا البحث الى فصلان      

نا في الفصعععععععل الأول الى مفهوم  قة وكذلك الأتطري سعععععععاس الف عععععععاء التبولوجيا والمجموعات المفتوحة والمغل

 والاتصال.

 انواعه وعلايته بالاتصال مع بعض الأمثلة الخاصة بالموضوع.     وفي الفصل الثاني يمنا بذكر التراص وبعض  
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 الفصل الأول

 مفاهيم أساسية في التبولوجيا

 التبولوجيا   اتالفضاء( 1-1)

  [p.50:1 ]بولوجيا  الت اتالفضاءف: 1-1-1ل تعريف

تسععععععمى تبولوجيا 𝑋  من المجموعات الجزئية من  τأي مجموعة عير خالية. العائلة المجموعات  Xلتكن 

 ادا حقق  الشرول التالية: Xفعلى Topologyل

X  (1        تنتميان الى    ∅والمجموعة الخاليةτ. 

 .τـ ينتمي ل τتحاد اي عدد لمنتهي او عير منتهيف من عناصر ا  2)

 .τينتمي لـ  τقالع اي عنصرين في ت  3)

,X)الزوج   𝜏) .يسمى ف اء تبولوجيا 

Xلتكن :   [p.50:1 ] (:1-1-1مثال )  = {a, b} ولتكن 

τ1 = {X, Ø, {a} } 

 1-1-1).في تعريف ل  1,2,3لأنها تحقق الشرول  𝑋هي تبولوجيا على  τ1نلاحظ ان 

𝑋لتكن  [p.14:1 ] (:2-1-1مثال )  = {𝑎, 𝑏𝑐. 𝑑. 𝑒}  ولتكن 

τ2 = {𝑋, Ø, {𝑎}, {𝑐, 𝑑}, {𝑎, 𝑐, 𝑒}, {𝑏, 𝑐, 𝑑} } 

 لان   𝑋هي ليس  تبولوجيا على τ2نلاحظ ان 

{c, d} ∪ {a, c, e} = {a, c, d, e} ∉ τ2 
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       ( المجموعات المغلقة1-2)

موعات اسععععماً نجد انه اكثر ملائمة اعطاء مثل هذه المج 𝜏بدلا من الاسععععتمرار بالإشععععارة الى عناصععععر في 

سعععوف نسعععميهم امجموعات مفتوحةا كذلك سعععوف نسعععمي متممات المجموعات المفتوحة سعععوف نسعععميهم 

امجموعات مغلقةا هذه التسععععمية ليسعععع  خيالية ولكنها مشععععتقة من ما يسععععمى افترات مفتوحة ا وافترات 

 مغلقة ا على خي الاعداد الحقيقية. 

 Closed set)  )[ 1:p.43](: المجموعة المغلقة 1-2-1تعريف )

,𝑋)ادا كان  𝜏) المجموعة الجزئية ,ف عععععاء تبولوجي 𝑠 منX تسعععععمى مجموعة مغلقة لclosed set ف في

(𝑋, 𝜏)   ادا كعانعX − S  مجموععة مفتوحعة في.(𝑋, 𝜏)  سععععععوف نرمز لمجموععة المجموععات المغلقعة

 .FDبالرمز 

 [p.43:1](: 1-2-1مثال )

𝑋   لتكن  = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒}و𝜏 = {X, φ, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d, e}}   فان  

FDا = {𝜑, 𝑋, {𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒}, {𝑎, 𝑐, 𝑑}, {𝑐, 𝑑}, {𝑎}} 

,𝑋)ليكن :  [  p.43:1 ]( 1-2-1مبرهنة ) 𝜏) ف ععععاء تبولوجي وFD  عائلة المجموعات الجزئية المغلقة

 فأن X في

𝑋   (1مجموعات مغلقة. ∅و 

 المجموعات المغلقة هو مجموعة مغلقة. الع أي عدد لمنتهي أوعير منتهيف منتق  2)

 تحاد اي عدد منتهي من المجموعات المغلقة هو مجموعة مغلقة.ا   3)

 البرهان:

1) Ø𝑐  = 𝑋 ∈ 𝜏 ⇒ ∅ ∈ 𝐹𝐷 and 𝑋𝑐 = ∅ ∈ 𝜏 ⇒ 𝑋 ∈ 𝐹𝐷 

2) Let  𝐹1, 𝐹2  ∈ 𝐹𝐷 ,  to prove  𝐹1 ∪ 𝐹2  ∈ 𝐹𝐷                                                                  

⇒ ∃ 𝑢1, 𝑢2 ∈ 𝐹𝐷 𝑠. 𝑡. 𝐹1  = 𝑋 − 𝑢1 = 𝑢1
𝑐

 

𝐹2  = 𝑋 − 𝑢2 = 𝑢2
𝑐 

𝐹1 ∪ 𝐹2 = (𝑋 − 𝑢1) ∪ (𝑋 − 𝑢2) 
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= 𝑋 − (𝑢1 ∩ 𝑢2) 

𝐹1 ∪ 𝐹2  ∈ 𝐹𝐷 

 وبنفس الطريقة بالنسبة الى الشرل الثالث.

 ساس ) القاعدة(  الى الفضاء التبولوجيا( الأ1-3) 

  [p.90:1]الأساس  :( 1-3-1تعريف ) 

,𝑋)ليكن  𝜏)  ف ععاء تبولوجيا، العائلةƁ    من المجموعات الجزئية المفتوحة في 𝑋تسععمى ياعدة (base) 

 .Ɓادا كان كل مجموعة مفتوحة هي اتحاد لعناصر   𝜏 للتبولوجيا

𝑋لتكن[p.90:1 ]:  ( 1-3-1مثال )  = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}   و   𝜏1 = {𝑋, 𝜑, {𝑎, 𝑏}, {𝑐, 𝑑}}فإن 

 𝐵₁ = {{𝑎, 𝑏}, {𝑐, 𝑑}}   و𝐵₂ = {𝑋, {𝑎, 𝑏}, {𝑐, 𝑑}}  تمثل أسععععععاس للتبولوجيا    𝜏1  لانƁ ⊆

   𝜏1   وكل عنصر في 𝜏1   يمكن كتابته على شكل أتحاد لعناصر منƁ. أما المجموعة 

   𝐵₃ = {𝑋, {𝑎, 𝑏}} تمثل أساس للتبولوجيالا. 

 

نة )  ية و   Xلتكن  : [p.90:1]( 1-3-1مبره خال ية من  Ɓمجموعة عير  لة المجموعات الجزئ   Xعائ

 تحقق الشرول التالية:

1) 𝑋 =∪ {𝑏: 𝑏 ∈ ℬ}  

2) ∀𝑏1, 𝑏2 ∈ ℬ ⇒ 𝑏1 ∩ 𝑏2 =∪ {𝑏𝑖: 𝑏𝑖 ∈ ℬ} 

 ياعدة له. Ɓبحيث ان   Xفأن يوجد تبولوجيا وحيد على 

τنفرض             رهان:الب = {u ⊆ X: u ∈∪∝∈𝜆  bα, bα ∈ ℬ, ∀ α ∈ λ} 

2) Let 𝑢1, 𝑢2 ∈ 𝜏,to prove  𝑢1 ∩ 𝑢2 ∈ 𝜏                                                                                                      

𝑢1 = ∪∝∈𝜆  bα  , 𝑢2 = ∪δ∈𝜆  bδ , bα, bδ ∈ B 

𝑢1 ∩ 𝑢2 = ( ∪∝∈𝜆  bα) ∩ ( ∪δ∈𝜆  bδ)              

=∪∝∈𝜆
δ∈𝜆

 ( bα ∩  bδ) 

                  ⇒ 𝑢1 ∩ 𝑢2 ∈ 𝜏   bα ∩ bδ ∈ B Since 
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 ( الدوال المتصلة 1-4)

 [ p.119:1( الدوال المتصلة: ]1-4-1تعريف )

,Y) بفرض أن  τ′), (X, τ ) يقالانتبولوجي ءان ف عععععععا . 𝑓: 𝑋 → 𝑌   لة أدا وفقي أدا كان دالة متصعععععع

 أي أن:   𝑋هي مجموعة مفتوحة في  𝑌الصورة العكسية لأي مجموعة مفتوحة في 

∀ 𝑣 ∈ τ′ ⇒ 𝑓−1(𝑣)  ∈ 𝜏 

𝑌نفرض  :[ p.119:1( ]1-4-1)مثال  = {𝑥, 𝑦, 𝑧}, 𝑋 = {𝑎, 𝑏, 𝑐} ونفرض . 

𝜏ₓ = {𝑥, Ø, {𝑎}, {𝑎, 𝑑}} 

𝜏ᵧ = {𝑌, Ø, {𝑥}, {𝑥, 𝑦}} 

,𝑓ونفرض الدوال  𝑔: 𝑋 → 𝑌  :المعرفة بالصورة 

𝑓(𝑏) = 𝑦  , 𝑓(𝑐) = 𝑧, 𝑓(𝑎) = 𝑥,  و  g(a) = x , g(b) = z , g(c) = y , 

 دالة متصلة لأن:  fنجد أن 

 f⁻¹(Y) = X ∈ τₓ        , f⁻¹ (Ø) = Ø ∈ τₓ 

f⁻¹ ({x}) = {a} ∈ τₓ,   f⁻¹ ({x, y}) = {a, b} ∈ τₓ   

f⁻¹ ({x, y}) = {a, b} ∈ τₓ 

 ليس  متصلة لأن:  gلكن 

g⁻¹ ({x, y}) = {a, c} ∉ τₓ 
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 الفصل الثاني

 الفضاء المتراص

الأحكام لالتراصف هو تعميم لبعض خواص المجموعات المحدودة والمغلقة في الف اء الاعداد الحقيقية حيث      

ف والتي تنص على Heine_Borelراً هاماً في التحليل الرياضععععي كنظرية هاينيبوريل لهناك نظريات تعلب دو

أن كل مجموعة جزئية من مجموعة الأعداد الحقيقية تكون متراصععععة ادا وفقي ادا كان  مغلقة ومحدودة و نظرية 

ف والتي تنص على أن أي مجموعععة جزئيععة عير منتهيععة من Bolzano_Weierstrassبولزانويفيرشععععععتراس ل

طة تراكم  ها نق ية ل قة ومحدودة في ف عععععععاء الاعداد الحقيق يةمجموعة مغل قالع ل ونظر  Cantor'sكانتور للت

intersectionوسععنقدم في هذا  اف ونظراً للأهمية البالغة لهذه النظريات في تطوير التحليل الرياضععي والتوبولوجي

 [. p.235 :1التراص في الف اءات التبولوجيا وعلايتها بالف اءات الأخرى  ] الفصل مفهوم

 ( الغطاء                                                                                          2-1)

لة  [ p.146:5]( 1-1-2تعريف ) عائ قال ان ال 𝐺 : ي = {𝐺𝑖: 𝑖 ∈ 𝐼} ية من مجموعة من المجموعات  الجزئ

 أدا كان   Aف للمجموعة coverبأنها عطاء ل Xعير خالية 

𝐴 ⊆ ⋃ 𝐺𝒊

𝒊∈𝑰 𝑖

= 𝐺1 ∪ 𝐺2 ∪ … 

𝑋لتكن : [ p.146:5]( 1-1-2مثال ) = 𝐴و  {1,2,3,4,5} =  العائلة  {1,2}

{{1,2}, {3,4}, {1,3,5}} 

 .𝐴و   𝑋تمثل عطاء الى 

 انواع الغطاء  (2-1-1)

 [p.147:5]الغطاء المفتوح (: 1-1-1-2تعريف )

𝑢𝑖،  𝑖أي مجموعععة و  𝐼 لتكن ∈  𝐼  عععائلععة من المجموعععات المفتوحععة في ف عععععععاء تبولوجي(𝑋, τ)  لتكن .A 

,𝑋)مجموعة جزئية من  τ)  فان𝑢𝑖،  𝑖 ∈  𝐼   تسمى عطاء مفتوح ادا كانA ⊆ ⋃ 𝑢𝒊𝒊∈𝑰.  

,x)لتكن : [ p.147:5]( 1-1-1-2)مثال  τ) المنفصل و  اتبولوجي الف اءA ⊆ 𝑋 فان 

 𝐹 = {{𝑥}: 𝑥 ∈ 𝐴}  تمثععل عطععاء مفتوح الى𝐴  لان𝐴 = ⋃ {𝑥}𝑥∈𝐴  و{𝑥}   تمثععل مجموعععة مفتوحععة في

 المنفصل. االف اء تبولوجي
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 [p.236 :1] (: الغطاء الجزئي المنتهي2-1-1-2تعريف ) 

∗Gوكان   Aعطاء للمجموعة  Gادا كان   = {G₁, G₂, … , G𝑛} لة جزئية من عائ𝐺  ومنتهية فانG∗  تسععععععمى

 .Aعطاء منتهي للمجموعة 

  ( الفضاء المتراص   2-2)

,𝑋)الف عععاء التبولوجيا  [ p.147:5]:( 1-2-2تعريف ) τ)  يسعععمى ف عععاء متراص ل(Compact   ادا كان لكل

  Xيوجد عطاء جزئي منتهي للف اء يغطي  Xعطاء مفتوح للف اء 

𝑋 𝑖𝑠 𝐶𝑜𝑚𝑝𝑎𝑐𝑡 ⇔ ∀𝐺 = {𝐺𝑖: 𝑖 ∈ 𝑁, 𝐺𝑖 ∈ 𝜏};  𝑋 ⊆ ⋃ 𝐺𝑖

𝑛

𝑖=1

 

,𝑋)ويجب ان نلاحظ ان  τ)  يكون ف عععععاء عير متراص ادا وجد عطاء مفتوح للف عععععاءX  لا يحتوي على عطاء

 جزئي منتهي. 

, X)ف عععاء النقطة المسعععتبعدة  [ p.238:1 ]:( 1-2-2مثال ) E)  بدون النقطةP   هو ف عععاء متراص حيث   أن

𝐸𝑝 =  {𝑋, 𝑈 ⊆ X: p ∉ 𝑈}     ن كا 𝑝عطاء  مفتوح   للمجموعة  Gوادا  ∈ 𝑋, 𝑋   فأن توجد𝐺𝑖𝑜 ∈ 𝐺 

𝑝بحيث تكون  ∈ 𝐺𝑖𝑜  لكن المجموعةX   هي المجموعة الوحيدة المفتوحة التي تحتويp   وهذا فأن𝑋 ∈ 𝐺 لكل

 ف اء متراص.  𝑋 عطاء جزئي منتهي اداً  {𝑋}وبالتالي فأن  Xللمجموعة   Gعطاء مفتوح 

,𝑅)ليكن  [ p.146:5 ]:( 2-2-2مثال ) 𝜏)   ف ععععاء التبولوجيا الاعتيادي و كان 𝐴 = (0, ليسعععع   𝐴فأن (∞

,O)الفترة المفتوحععة  𝑂𝑖  لتكن  ,𝑖 لكععل عععدد صععععععحيل موجععب متراصععععععععة . لان  i)  فععأن من الواضععععععل ان

𝐴 ⊆ ⋃ 𝑂𝑖
∞
𝑖=1  ولكن لا يوجد𝑖1 , 𝑖2, … . 𝑖𝑛                        بحيث أن 

𝐴 ⊆ (𝑂, 𝑖1) ∪ (𝑂 , 𝑖2) … . (𝑂 , 𝑖𝑛) 

 ليس  متراصة. 𝐴لذلك 

 

𝐴المجموعة  [ p.244:1 ]:( 3-2-2مثال ) = [1,  عير متراصة لان (∞

𝐺 = {(0 , 2), (1,3) , (2, 4) , … } 
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 لا يحتوي على عطاء جزئي منتهي    Aعطاء مفتوح للمجموعة 

 

 

 

 

,x)متراص   ااي مجموعة جزئية مغلقة من ف اء تبولوجي [ p.74:1]:( 1-2-2ة )مبرهن τ) تكون متراصة. 

ف متوالية  𝑋𝑛من ثم فأن ل 𝐹ف متوالية من عناصر 𝑋𝑛وأن ل 𝑋مجموعة جزئية مغلقة من   𝐹: لنفرض ان البرهان

وبما ان حدود   𝑋من   𝑥ف متقاربة من نقطة 𝑋𝑛𝑘ف تحوي متواليه جزئية ل𝑋𝑛المتراص . ومنه فأن   ل  𝑋في 

وبذلك نجد أننا من اية متوالية من   F من 𝑥المغلقة ادن فأن نهايتها   𝐹لنقالف المتوالية الجزئية هي من عناصععععر 

 متراصة.    Fادن  Fاستطعنا ايجاد متوالية جزئية متقاربة في  Fعناصر 

,x)في   𝐾موعة جزئية متراصة ان اي مج [ p.70:1]:( 2-2-2مبرهنة ) τ) .ف اء تبولوجي  تكون محدودة 

  𝐾من  𝑋𝑛ايجاد   𝑋من   𝑎 مجموعة عير محدودة ومن ثم نسععتطيع من أجل نقطة 𝐾نفرض مويتاً أن البرهان: 

, 𝑑(𝑋𝑛بحيث يكون 𝑎) ≥ 𝑛  ودلك منأجل كلn منN . وبذلك   نحصععععععل على متوالية (𝑋𝑛)  فيK. كان   لما

K   متراصة فأن هذه المتوالية تحوي متوالية جزئية(𝑋𝑛𝑘)  متقاربة فيK   أي ان𝑋𝑛𝑘 → 𝑦 ∈ 𝐾 ∶ ومنه 

𝑑(𝑋𝑛 , 𝑎) =  lim
𝑛→∞

𝑑(𝑋𝑛𝑘  , 𝑎) ≥ lim
𝑛→∞

𝑛𝑘 = ∞ 

 محدودة .  Kودا تنايض ومن ثم فأن 

 ( بعض انواع الفضاءات المتراصة2-2-1)

 p.256 :1]( الفضاء المتراص تتابعياً ]1-1-2-2) تعريف

, X)الف ــاء  τ)  تكــون متراصـة تتابعياً ادا كان  كل متتابعة في𝑋  متقاربة .تحتوي على متتابعة جزئيـــة 

  Aبفرض أن  تكون متراصععة تتابعياً. X , 𝜏)كل مجموعة منتهية في الف ععاء ل: [p.257 :1]( 1-1-2-2مثال )

𝑋   .〈𝑎𝑛〉هية في الف عععععععاء مجموعة منت = 〈𝑎1 , 𝑎2 , … تابعة في 〈 منتهية فأن على الايل  Aحيث ان  Aمت
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تابعة،  ومن ثم فأن  𝑎0ليكن  Aعنصععععععر من  , 𝑎0〉يجب ان يظهر بعدد لانهائي من المرات في المت 𝑎0, … . 〉 

 .𝑎0الى  Aوهي متقاربة في〈𝑎𝑛〉 متتابعة جزئية من

 

 ليس  متراصة تتابعياً. Rكل فترة مفتوحة في : ]p.257: 1[ (2-2-1-2ال )مث

Aبفرض أن  =  فترة مفتوحة في الف اء التبولوجبا الاعتيادي نعتبر المتتابعة  (0,1)

〈𝑎𝑛〉 = 〈
1

2
,
1

3
 ,

1

4
 , … 〉 

0ولكن  0 تتقارب الى  وبالتالي كل متتابعة جزئية منها 0تتقارب الى 〈𝑎𝑛〉. نلاحظ أن Aفي المجموعة  ∉ 𝐴 .

 ليس  متراصة تتابعياً. Aاداً 

 [p.258:1] الفضاء المتراص عددياً ( 2-1-2-2تعريف )

, 𝑋)الف اء 𝜏)  يسمى متراص عددياً أدا كان كل عطاء مفتوح يابل للعـععـععـععد للـععـععـععمجموعةX  يحتوي على عطاء

 جزئي منتهي.

𝐴مغلقة  كل فترة محدودة و: [p.259 :1]( 3-1-2-2مثال ) = [𝑎 , 𝑏]  من𝑅 .ًادا كان   متراصععععععة عدديا𝐵 

فيرشععععععتراس تنص النظرية على اكل  -دودة .لبقاً لنظرية بولزانوحتكون م Aمجموعة جزئية عير منتهية من 

ية من ية جزئ طة تراكم ا  Rمجموعة محددة وعير منته ها نق طة تراكم وحيث أن  B فأن ل ها نق فأن  Aل قة  مغل

𝑝 ∈ 𝐴  أي أنA  تراصة عددياً.م 

A   الفترة [p.260 :1]( 4-1-2-2مثال ) =  ليس  متراصة عددياً.  (0,1)

 [p.187 :3]الفضاء المتراص محلياً ( 3-1-2-2تعريف )

, 𝑋)ليكن  𝜏)   ف اءاً تبولبوجياً . يسمى(𝑋 , 𝜏)  ف اءاً مـععتراص محـععـععلياً ادا وفقـععي ادا وجد لكل نقطة𝑎  تنتمي

 مجموعة متراصة. �̅�بحيث أن   𝑎تحتوي على النقطة  Aة مجموعة مفتوح 𝑋الى 

  𝑅 تنتمي الى 𝑥الف ععاء التبولوجيا الاعتيادي متراص محلياً. حيث ان لكل نقطة  [p.187 :3]( 5-1-2-2مثال )

, 𝑎)وان  𝑏)  فترة مفتوحة تحتوي على𝑥    فأن(𝑎 , 𝑏̅̅ ̅̅ ̅) = [𝑎 , 𝑏]  حيث ان  [𝑎 , 𝑏]  . مجموعة متراصعععععععة

 𝑥عير متراصة محلياً والسبب في دلك لو فرضنا أن  Qنما يلاحظ ان الف اء الجزئي لمجموعة الاعداد النسبية بي

 ليس  متراصة.  A فأن   𝑥مجموعة مفتوحة تحتوي على   𝐴وأن  𝑄نقطة من النقال 
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, 𝑅𝑛): الف عععععععععاء التبولوجيعععا الإيليعععدي [p.187 :3]( 6-1-2-2مثاااال ) 𝑇𝑛) حليعععاً. لو اخعععذنعععا متراص م

𝑋 = (𝑋1 , 𝑋2 , … , 𝑋𝑛) نقطة ما تنتمي الى𝑅𝑛  فأن المجموعة 

𝐴 =  (𝑎1 , 𝑏1) × (𝑎2 , 𝑏2) × … × (𝑎𝑛 , 𝑏𝑛) 

𝑋𝑖بحيث أن  𝑋تحتوي على النقطة  ∈ (𝑎𝑖  , 𝑏𝑖)  لكل𝑖 =  1,2, … 𝑛 فأن 

Ā = [𝑎1 , 𝑏1] × [𝑎2 , 𝑏2] × … × [𝑎𝑛 , 𝑏𝑛] 

 .𝑅𝑛مجموعة متراصة في

  [p.221 :2]التراص الموضعي الفضاء ( 4-1-2-2تعريف )

, 𝑋)نقول عن ف اء تبولوجيا  𝜏) انه متراص موضعياً ادا كان يحقق الشرل التالي : لكل𝑋 من 𝑥  توجد مجاورة

متراصة موضوعياً ، ادان كان الف اء   Aوعة الجزئية واحدة على الايل بحيث تكون متراصة. كما نسمي المجم

, 𝐴)الجزئي     𝜏𝐴 ) .ًمتراص موضعيا 

, 𝑋)ادا كان الف عععاء التبولوجي  : [p.222 :2]( 1-1-2-2مبرهنة ) 𝜏)  متراصعععاً موضععععياً ، فأن كل مجموعة

 مغلقة فيه تكون متراصة موضعياً . 

كان  البرهان  قة   𝐹: ادا  , 𝑋) و 𝑥في مجموعة مغل 𝜏) طة من فأن  𝐹 نق  .𝑥 ∈ 𝑋  ما ان , 𝑋)وب 𝜏)  متراص

𝑉. أن   𝑋لـععـعع  𝑉موضعياً فأن توجد فيه مجاورة متراصة  ∩ 𝐹  مجاورة لـععـععـععx  في الف اء الجزئي(𝐹 , 𝜏𝑓)  .

𝑉كما ان  ∩ 𝐹  مجموعة مغلقة في الف عععععاء الجزئي(𝑉, 𝜏𝑣)  المتراص ، وبالتالي𝑉 ∩ 𝐹  متراصعععععة فيه تكون

ل كــل مجـــموعة جــزئية مغـــلقة في فــ اء مـــتراص هـــي مجـــموعة متــراصةف وبالتالي  بحسب مبرهنة 

, 𝐹)متراصععة في الف ععاء  𝜏𝑓) : ادن 𝑉 ∩ 𝐹  مجاورة متراصععة لـعععععععـعععععععX  في(𝐹 , 𝜏𝑓)   وبالتالي .(𝐹 , 𝜏𝑓) 

 متراصة موضعياً . مجموعة  𝐹وبالتالي  متراصة موضعياً 

 ( التراص والاتصال         (2-3

𝑓ادا كان  : [p.251 :1]( 1-3-2مبرهنة ) ∶ 𝑋 → 𝑌  دالة متصععععلة من الف ععععاء التبولوجياX     الى الف ععععاء

 تكون اي اً متراصاً  𝑓(X)ف اء متراص فأن   Xوكان  Yالتبولوجيا 
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𝐺: نفرض ان البرهان = {𝐺𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼} موعة عطاء مفتوح للمج𝑓(𝑥)  اي أن𝑓(𝑥) ⊆∪𝑖 𝐺𝑖.  ومن ثم فأن

𝑋 = ⋃ 𝑓−1(𝐺𝑖)𝑖  وحي  ان𝑓   دالة متصععلة فأن العائلة{𝑓−1(𝐺𝑖)}  عطاء مفتوح للمجموعةX   لكن .X   

{𝑓−1(𝐺𝑖𝑗)}ف اء متراص ومن ثم فأن توجد عائلة جزئية منتهية 
𝑗=1

𝑛
 بحيث تكون  

𝑋 =  ⋃ 𝑓−1(𝐺𝑖𝑗)

𝑛

𝑗=1

 

 وهذا يؤدي الى أن: 

𝑓(𝑥) = 𝑓 (⋃ 𝑓−1(𝐺𝑖𝑗)

𝑛

𝑗=1

) = (⋃ 𝑓𝑓−1(𝐺𝑖𝑗)

𝑛

𝑗=1

) ⊆ ⋃ 𝐺𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

 

{(𝐺𝑖𝑗)}وعليه فأن  توجد عائلة جزئية منتهية 
𝑗=1

𝑛
 متراصة .𝑓(𝑥). اي ان 𝑓(𝑥)تغطي   Gمن  

:𝑓بفرض أن  : [p.254:1] (1-3-2)مثال  𝑋 = [0,1] → 𝑅 : دالة معرفة بالصورة 

𝑓(𝑡) = (cos 2𝜋𝑡 , sin 2𝜋𝑡) 

𝑆وهي دالة متصلة لكن   Sالى دائرة الوحدة  Xدالة تناظر احادي من  𝑓نلاحظ أن  ≠ عير   [0,1]حيث  [0,1]

 .صةمترا
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