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  الإهــــــداء...

 ﴾ وَآَخِرُ دَعْوَاهُمْ أَنِ الْحَمْدُ لِلَّهِ رَبِّ الْعَالَمِينَ    ﴿

الحمد لله الذي ما نجحنا وما علونا ولا تفوقنا إلا ب ضاه، الحمد لله الذي ما ا تزنا درباً ولا  
 تخطينا  هداً إلا بفضله وإلته ين ب الفضل والكمال والإكمال. 

إلى   ث   أولًا  لنف م  النجاح  الم ي ة ودمت  لم سنداً لا  أهدي هذا  كل من سعى معم لإتمام 
 عم  له... 

 بكل حب أهدي فرحة تخرجي:

إلى من هو  زء من القلب والفؤاد إلى قدوتم وخي  مثال إلى من احمل اسمه بكل  خ  وعزّ  
 ( أسي الغالي)

إلى نب اس أيامم ووهج حتاتم إلى ثم ة الخي  والتضحتة والعطاء اللامحدود إلى من كانت  
الداع  الأول لتحقيق طموحاتم إلى من كانت دعواتها تحتطنم إلى من لا أ د لها كلما   

( المظلما   اللتالم  لم  م  التم كانت  والشمعة  الحنون  القلب  قتمتها  م  حبيبتي  تعبّ  عن 
 ( حفظها الل أمي

وأ لى عبارا   م   أسمى  إلى من علمونا ح و اً من ذهب وكلما  من درر وعبارا  من 
والنجاح العل    العل   سي ة  لنا  تني   منارة  ومن  ك ه   ح و اً  علمه   لما  صاغو  من  إلى 

بالذك   أساتذتنا الكرام ) )الدكتور أحمد كريم مطشر والدكتور مصطفى علي  ( وأخص منه  
 حسين(. 

 ممتنة لك   متعاً ما كنت لأصل لولا  ضلك  علمّ من بعد الل 



 

 ه  
 

 الشكر والتقدير

لابد لنا ونحن نخطو خطواتنا الأخيرة في الحياة الجامعية من وقفة نعود فيها إلى أعوام قضيناها في رحاب الجامعةة 

بنةا  جيةا ال ةد لثبعةم الأمةة مةن مع أساتذتنا الكرام الذين قدموا لنا الكثير بةالل  بةذلج جهةود ةبةيرة في 

 جديد.

قبا أن تمضي نقدم أسمى آيات الشكر والثقدير والمحبة إلى الذين حملوا أقدس رسالة في الحيةاة إلى الةذين مهةدوا 

لنا طريق العلم والمعرفة، إلى جميع أساتذتنا الأفضا ونخص بالشكر منهم الأسةثال المشةر) )الةدةثور 

شرا) علةى هةذا الب ةم وقرا تةه وتقةديم النصةش والإرشةاد فلةولا جهةود  مصطفى علي حس ( لثفضله بالإ

 وتوجيهاته لم يظهر الب م بهذا الشكا.

ال ةةةةةةةةةةما أتوجه بالشكر والعرفةان إلى رااسةة قسةم الرياتةيات مثمثلةة بالسةيد راةي  القسةم الأسث

 ( وإلى الأساتذة الأفضا في قسم الرياتيات.)م. أحمد ةريم مطشر

 والشكر موصول إلى جميع زملااي وزميلاتي أثنا  مرحلة الدراسة.

 

 ة الباحث
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 مستخلص البحث 

 م هذا البحث ت  مناقشة حل المعادلا  التفاضلتة الجزئتة باستخدام تحويل لابلاس يتكون البحث 
تحويل  من ثلاثة  صول حيث  اء  م الفصل الأول يتكون من محورين، المحور الأول ت  دراسة  

لابلاس للدوال والمحور الثانم  ت  دراسة تحويل لابلاس للمشتقا  حيث ت  إيجاد التحويل بالن بة 
 للمتغي  الم تقل الثانم، أما الفصل الثانم تعاريف أساستة للمعادلا  التفاضلتة الجزئتة. 

خطت  تفاضلتة  زئتة  معادلا   حل  من  يتكون  البحث  هدف  وهو  والأخي   الثالث  الفصل  ة  أما 
ت   حيث  ابتدائتة وحدودية معينة  تحت ش وط  وبعضها غي  متجانس  وبعضها متجانس  بمتغي ين 

 إيجاد حل باستخدام تحويل لابلاس الذي ع ضه  م الفصل الأول 
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 المقدمة 

ال ابع عش  وحتى  لقد حصل موضوع المعادلا  الجزئتة على اهتمام ال ياضيين منذ بداية الق ن  
يومنا هذا سواء من ناحتة الدراسة وو ود حل من ناحتة خصائصه أو من ناحتة الحصول علته 
وان ال ياضم ل  توقفه المعادلا  التفاضلتة التم تكون صعبة بل تجاوز هذه الصعوبة من خلال  

الجزئتة   التفاضلتة  المعادلا   من  الاستفادة  وتظه   العددي  والحل  التق يبم  من الحل  نوع  هم 
إلى   بالإضا ة  م تقلة  متحولا   عدة  لها  مجهولة  توابع  تتضمن  علاقة  أو  التفاضلتة  المعادلا  
مشتقا   زئتة لصتاغة وحل الم ائل التم تتعلق بتوابع ذا  عدة متحولا  مثل ذلك المو ود  م 

العادية هو   الصو  والح ارة والكه باء ال اكنة وغي ها وتختلف المعادلا  الجزئتة عن المعادلا 
ان المعادلا  العادية التفاضلتة تكون  يها الدالة بمتغي  واحد عكس المعادلا  التفاضلتة الجزئتة 

 تكون  يها دالة بمتغي ين أو أكث . 

ان الاختلاف الأكب   م تطبيق تحويل لابلاس  م المعادلا  الجزئتة عما هو علته  م المعادلا  
دلة التفاضلتة الجزئتة تتحول إلى معادلة أما أن تكون تفاضلتة التفاضلتة الاعتتادية هو أن المعا

 زئتة بعدد المتغي ا  يقل واحداً عن الأولى وأما إلى معادلة تفاضلتة اعتتادية بمتغي  واحد يجب 
 أن تحدد كتفتة حل الم ألة )بتحويل آخ  أو بط يقة  صل المتغي ا  أو بط يقة أخ ى(. 

تا  تج ي على الدوال لتحويلها من مجال إلى آخ  وعادة يكون تحويل لابلاس هو عبارة عن عمل
تحويل   م تقل.  بشكل  تطوي ها  ت   انه  إلا  هو  وريه  الت دد  مجال  إلى  الزمن  مجال  من  التحويل 
لابلاس مفيد  م تحليل النظ  الخطتة بخلاف تحويل  وريه الذي ي تخدم عادة  م تحليل الإشارا  

التف المعادلا   لحل  ي تخدم  بهذا كما  التحويل  وسمم  معادلا   ب ية.  إلى  يحولها  لأنه  اضلتة 
 الاس  ن بة إلى العال  الف ن م لابلاس الذي عاش  م الق ن التاسع عش . 

  



 

 
 
 
 
 
 
 

 الفصل الاول 
   تحويل لابلاس
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 الأول الفصل 

 تحويل لابلاس 

 : لابلاستعريف تحويل  (1 – 1)

التضاؤل   عامل  على  باحتوائه  ويمتاز  فائدة  ذو  لنا    𝑒−𝑠𝑡تحويل لابلاس  يتيح  تحويل صنفاً  الذي 

الفترة   على  المعروفة  الدوال  على  يعمل  التحويل  وهذا  الدوال،  من  ,0]أوسع  ما   [∞ غالباً  فانه 

متغير   ا  tيطبق على  في  والابتدائية  الحدودية  القيم  المسائل  لتحويل  جداً  فعالة  أداة  لمعادلات وهو 

 التفاضلية الاعتيادية إلى معادلات جبرية. 

بل  فحسب  جبرية  معادلة  إلى  الاعتيادية  التفاضلية  المعادلات  لتحويل  مفيداً  لابلاس  تحويل  وليس 

 تتعدى فائدته لتحويل معادلات الجزئية إلى معادلات اعتيادية. 

التي تتغير من   x, y, z, tوبصورة خاصة سنحاول تطبيق تحويل لابلاس على أي من المتغيرات  

o    ا   ∞إلى ان  الزمن(،  على  عموماً  ذلك  سنطبق  اننا  تحويل  لا)ولو  التطبيق  في  الأكبر  ختلاف 

الجزئية   التفاضلية  المعادلات  التفاضلية الاعتيادية هو أن لابلاس في  المعادلات  عما هو عليه في 

أما أن تكون تفاضلية جزئية بعد المتغيرات يقل واحد    تتحول إلى معادلةالمعادلة التفاضلية الجزئية  

عن الأولى وأما إلى معادلة تفاضلية اعتيادية بمتغير واحد وعادة يكون التحويل من مجال الزمن 

وهو شبيه بتحويل  حويل لابلاس نسبة إلى العالم الفرنسي سيمون لابلاس  إلى مجال التردد وسمي بت

فوريه إلا انه تم تطويرهما بشكل مستقل وتحويل لابلاس مفيد في تحويل النظم الخطية، حيث ان 

 [1]هو:  𝑓(𝑡)تحويل لابلاس للدالة 

𝑙[𝑓] = 𝐹(𝑠) = ∫ 𝑓(𝑡). 𝑒−𝑠𝑡

∞

0

. 𝑑𝑡 
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 المشهورة أو الأولية  إيجاد تحويل لابلاس لبعض الدوال  (1 – 2)

 ( تحويل الدالة الثابتة هو: 1

𝐿(𝑘) =
𝑘

𝑠
 

Sol: 

ℓ(𝑘) = ∫ 𝑘
∞

0
𝑒−𝑥𝑡𝑑𝑥  

= 𝑘 ∫ 𝑒−𝑥𝑡∞

0
𝑑𝑥  

=
−𝑘

𝑠
[𝑒−𝑥𝑡]0

∞  

=
−𝑘

𝑠
[𝑒−𝑠(∞) − 𝑒−𝑠(0)]  

=
−𝑘

𝑠
[0 − 1]   

=
−𝑘

𝑠
[−1]   

=
 𝑘

𝑠
  

 هو:    𝑥𝑛( تحويل الدالة  2

𝐿(𝑥𝑛   ) =
𝑛!

𝑠𝑛+1
 

N  عدد صحيح موجب وان𝑠 > 0 

 الحل: حسب تعريف لابلاس 

Sol:  
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𝐿(𝑥𝑛   ) = ∫ 𝑥𝑛∞

0
𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥  

 باستخدام طريقة التكامل بالتجزئة 

𝑢 = 𝑥𝑛                           𝑑𝑣 = 𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥  

𝑑𝑢 = 𝑛𝑥𝑛−1𝑑𝑥              𝑣 =
−1

𝑠
𝑒−𝑠𝑥  

∫ 𝑥𝑛∞

0
𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥 = [𝑥𝑛 −

1

𝑠
𝑒−𝑠𝑥]

0

∞
+

𝑛

𝑠
∫ 𝑒−𝑠𝑥∞

0
𝑥𝑛−1𝑑𝑥  

 يحل أيضاً بالتكامل بالتجزئة 

∫ 𝑥𝑛∞

0
𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥 = 0 +

𝑛

𝑠
∫ 𝑒−𝑠𝑥∞

0
𝑥𝑛−1𝑑𝑥  

𝑢 = 𝑥𝑛−1                                𝑑𝑣 = 𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥  

𝑑𝑢 = 𝑛 − 1𝑥(𝑛−2)𝑑𝑥              𝑣 =
−1

𝑠
𝑒−𝑠𝑥  

∫ 𝑥𝑛∞

0
𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥 =

𝑛

𝑠
[𝑥𝑛−1 −

1

𝑠
𝑒−𝑠𝑥]

0

∞
+

𝑛2−𝑛

𝑠2 ∫ 𝑒−𝑠𝑥∞

0
𝑥𝑛−2𝑑𝑥   

=
𝑛

𝑠
[0] +

𝑛2−𝑛

𝑠2 ∫ 𝑒−𝑠𝑥∞

0
𝑥𝑛−2𝑑𝑥   

=
𝑛2−𝑛

𝑠2 ∫ 𝑒−𝑠𝑥∞

0
𝑥𝑛−2𝑑𝑥  

 وبتكرار التكامل بالتجزئة نحصل على: 

𝐿(𝑥𝑛) =
𝑛!

𝑆𝑛+1
  

 هو:  𝑒𝑎𝑥( تحويل الدالة  3
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ℓ[𝑒𝑎𝑥] =
1

𝑠 − 𝑎
 

Sol:  

ℓ[𝑒𝑎𝑥] = ∫ 𝑒𝑎𝑥∞

0
𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥  

= ∫ 𝑒−𝑥(𝑠−𝑎)𝑑𝑥
∞

0
  

=
−1

(𝑠−𝑎)
[𝑒−(𝑠−𝑎)𝑥]

0

∞
  

=
−1

(𝑠−𝑎)
[𝑒−(𝑠−𝑎)(∞) − 𝑒−(𝑠−𝑎)(0)]  

=
−1

(𝑠−𝑎)
[0 − 1]  

=
−1

(𝑠−𝑎)
[−1]  

 =
1

(𝑠−𝑎)
   

 هو:  𝑆𝑖𝑛𝑎𝑥( تحويل دالة 4

𝐿[𝑆𝑖𝑛𝑎𝑥] =
𝑎

𝑠2 − 𝑎2
 

Sol:  

ℓ[𝑆𝑖𝑛𝑎𝑥] = 𝐹(𝑠) = ∫ 𝑆𝑖𝑛𝑎𝑥𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥
∞

0
  

𝑢 = 𝑆𝑖𝑛𝑎𝑥                                𝑑𝑣 = 𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥  

𝑑𝑢 = 𝑎𝐶𝑜𝑠𝑎𝑥𝑑𝑥                      𝑣 =
−1

𝑠
𝑒−𝑠𝑥   
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= [
−1

𝑠
𝑒−𝑠𝑥  𝑆𝑖𝑛𝑎𝑥]

0

∞

+
𝑎

𝑠
∫

𝑐𝑜𝑠𝑎𝑥𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥
 

∞

0

 

= 0 +
𝑎

𝑠
∫

𝑐𝑜𝑠𝑎𝑥𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥
 

∞

0

 

𝑎

𝑠
∫

𝑐𝑜𝑠𝑎𝑥𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥
 

∞

0

 

𝑢 = 𝑐𝑜𝑠𝑎𝑥                                𝑑𝑣 = 𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥  

𝑑𝑢 = 𝑎𝑠𝑖𝑛𝑎𝑥𝑑𝑥                      𝑣 =
−1

𝑠
𝑒−𝑠𝑥   

𝐹(𝑠) =
𝑎

𝑠
[𝐶𝑜𝑠𝑎𝑥 −

1

𝑠
𝑒−𝑠𝑥]

0

∞
+

−𝑎2

𝑠2 ∫ 𝑒−𝑠𝑥𝑆𝑖𝑛𝑎𝑥𝑑𝑥
∞

0
  

𝐹(𝑠) =
𝑎

𝑠
[0 −

1

𝑠
]

0

∞
−

𝑎2

𝑠2 ∫ 𝑒−𝑠𝑥𝑆𝑖𝑛𝑎𝑥𝑑𝑥
∞

0
  

𝐹(𝑠) =
𝑎

𝑠
−

𝑎2

𝑠2 ∫ 𝑒−𝑠𝑥𝑆𝑖𝑛𝑎𝑥𝑑𝑥
∞

0
  

𝐹(𝑠) +
𝑎2

𝑠2 . 𝑓(𝑠) =  
𝑎

𝑠2   

𝐹(𝑠). [1 −
𝑎2

𝑠2] =
𝑎

𝑠2   

𝐹(𝑠) = [
𝑠2−𝑎2

𝑠2 ] =
𝑎

𝑠2  

)نضرب ×  
𝑠2−𝑎2

𝑠2  للطرفين (

𝐹(𝑠) =
𝑎

𝑠2 −
𝑠2

𝑠2−𝑎2  
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𝐹(𝑠) =
𝑎

𝑠2−𝑎2  

 هو:   𝐶𝑜𝑠𝑎𝑥( تحويل الدالة  5

ℓ[𝐶𝑜𝑠𝑎𝑥] =
𝑠

𝑠2 + 𝑎2
 

Sol: 

ℓ[𝐶𝑜𝑠𝑎𝑥] = 𝐹(𝑠) = ∫ 𝐶𝑜𝑠𝑎𝑥 𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥
∞

0
  

𝑢 = 𝐶𝑜𝑠𝑎𝑥                               𝑑𝑣 = 𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥  

𝑑𝑢 = −𝑎𝑆𝑖𝑛𝑎𝑥𝑑𝑥                    𝑣 =
−1

𝑠
𝑒−𝑠𝑥   

𝐹(𝑠) = [
−1

𝑠
𝑒−𝑠𝑥𝐶𝑜𝑠𝑎𝑥]

0

∞
+

−𝑎

𝑠
∫ 𝑒−𝑠𝑥𝑆𝑖𝑛𝑎𝑥𝑑𝑥

∞

0
  

𝐹(𝑠) = [0 +
  1  

𝑠
] −

𝑎

𝑠
∫ 𝑒−𝑠𝑥𝑆𝑖𝑛𝑎𝑥𝑑𝑥

∞

0
  

𝐹(𝑠) =
1

𝑠
−

𝑎

𝑠
∫ 𝑒−𝑠𝑥𝑆𝑖𝑛𝑎𝑥𝑑𝑥

∞

0
  

𝑢 = 𝑆𝑖𝑛𝑎𝑥                               𝑑𝑣 = 𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥  

𝑑𝑢 = 𝑎𝐶𝑜𝑠𝑎𝑥𝑑𝑥                     𝑣 =
−1

𝑠
𝑒−𝑠𝑥   

=
1

𝑠
−

𝑎

𝑠
[

−1

𝑠
𝑒−𝑠𝑥𝑆𝑖𝑛𝑎𝑥]

0

∞
+

𝑎2

𝑠2 ∫ 𝑒−𝑠𝑥𝐶𝑜𝑠𝑎𝑥𝑑𝑥
∞

0
  

𝐹(𝑠) =
1

𝑠
−

𝑎

𝑠
[0] −

𝑎2

𝑠2 𝐹(𝑠)  

𝐹(𝑠) +
𝑎2

𝑠2 𝐹(𝑠) =
1

𝑠
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𝐹(𝑠) [1 +
𝑎2

𝑠2 ] =
1

𝑠
  

𝐹(𝑠) =
1

𝑠
.

𝑠2

𝑠2+𝑎2 =
𝑠

𝑠2+𝑎2  

 هو:  𝑆𝑖𝑛ℎ𝑎𝑥( تحويل الدالة  6

𝐿[𝑆𝑖𝑛ℎ𝑎𝑥] =
𝑎

𝑠2 − 𝑎2
 

Sol: 

𝐿[𝑆𝑖𝑛ℎ𝑎𝑥] = 𝐿
𝑒𝑎𝑥−𝑒−𝑎𝑥

2
  

=
1

2
[ℓ𝑒𝑎𝑥 − ℓ𝑒−𝑎𝑥]  

=
1

2
[

1

𝑠−𝑎
−

1

𝑠+𝑎
]  

=
1

2
[

(𝑠+𝑎)−(𝑠−𝑎)

(𝑠−𝑎)(𝑠+𝑎)
]  

=
1

2
[

𝑠+𝑎−𝑠+𝑎

(𝑠−𝑎)(𝑠+𝑎)
]  

=
1

2
[

2𝑎

(𝑠−𝑎)(𝑠+𝑎)
]  

=
1

2

2𝑎

(𝑠−𝑎)(𝑠+𝑎)
=

𝑎

𝑠2−𝑎2  

 هو:   𝑒−𝑎𝑥( تحويل الدالة  7

𝐿[𝑒−𝑎𝑥] =
1

𝑠 + 𝑎
 

Sol:  
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𝐿[𝑒−𝑎𝑥] = ∫ 𝑒−𝑠𝑥∞

0
𝑒−𝑎𝑥𝑑𝑥  

= ∫ 𝑒−𝑥(𝑠+𝑎)𝑑𝑥
∞

0
  

=
−1

𝑠+𝑎
[𝑒−(𝑠+𝑎)𝑥]

0

∞
  

=
−1

𝑠+𝑎
[0 − 1]  

=
1

𝑠+𝑎
  

 هو: x( تحويل الدالة 8

𝐿[𝑥] =
1

𝑠2
 

Sol: 

𝐿[𝑥] = ∫ 𝑥
∞

0
𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥  

𝑢 = 𝑥                                𝑑𝑣 = 𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥  

𝑑𝑢 = 𝑑𝑥                           𝑣 =
−1

𝑠
𝑒−𝑠𝑥  

= [
−𝑠𝑥

𝑠
𝑒−𝑠𝑥]

0

∞
+

1

𝑠
∫ 𝑒−𝑠𝑥∞

0
𝑑𝑥  

= 0 +
1

𝑠
∫ 𝑒−𝑠𝑥∞

0
𝑑𝑥  

=
1

𝑠
∫ 𝑒−𝑠𝑥∞

0
𝑑𝑥   

=
1

𝑠
.

−1

𝑠
[𝑒−𝑠𝑥]0

∞  
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=
−1

𝑠2
[0 − 1] =

1

𝑠2  

 هو:  𝐶𝑜𝑠ℎ𝑎𝑥( تحويل الدالة  9

𝐿[𝐶𝑜𝑠ℎ𝑎𝑥] =
𝑠

𝑠2 − 𝑎2
 

Sol: 

𝐿[𝐶𝑜𝑠ℎ𝑎𝑥] = 𝐿 [
𝑒𝑎𝑥+𝑒−𝑎𝑥

2
]  

=
1

2
[𝐿𝑒𝑎𝑥 + 𝑒−𝑎𝑥]  

=
1

2
[

1

𝑠−𝑎
+

1

𝑠+𝑎
]  

=
1

2
[

(𝑠+𝑎)+(𝑠−𝑎)

(𝑠−𝑎)(𝑠+𝑎)
]  

=
1

2
[

𝑠+𝑎+𝑠−𝑎

(𝑠−𝑎)(𝑠+𝑎)
]   

=
1

2

2𝑠

(𝑠−𝑎)(𝑠+𝑎)
=

𝑠

𝑠2−𝑎2  

𝑥( تحويل الدالة 10 − 𝑒−𝑎𝑥   :هو 

𝐿[𝑥. 𝑒−𝑎𝑥  ] =
1

(𝑠 + 𝑎)2
 

 

Sol:  

𝐿[𝑥 − 𝑒−𝑎𝑥   ] = ∫ 𝑥.
∞

0
𝑒−𝑎𝑥𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥  
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= ∫ 𝑥.
∞

0
𝑒−(𝑎+𝑠)𝑥𝑑𝑥  

𝑢 = 𝑥                                𝑑𝑣 = 𝑒−𝑥(𝑎+𝑠)𝑑𝑥  

𝑑𝑢 = 𝑑𝑥                           𝑣 =
−1

𝑎+𝑠
𝑒−𝑥(𝑎+𝑠)  

= [
−𝑥

𝑎+𝑠
𝑒−𝑥(𝑎+𝑠)]

0

∞
+

1

𝑎+𝑠
∫ 𝑒−(𝑎+𝑠)𝑥∞

0
𝑑𝑥  

= 0 +
1

𝑎+𝑠
∫ 𝑒−(𝑎+𝑠)𝑥∞

0
𝑑𝑥  

=
1

𝑎+𝑠
.

−1

𝑎+𝑠
[𝑒−(𝑎+𝑠)𝑥]

0

∞
  

=
−1

(𝑎+𝑠)2
[0 − 1] =

1

(𝑎+𝑠)2  

 جدول تحويل لابلاس لبعض الدوال المشهورة  (1 – 3)

𝒇(𝒙) 𝑳[𝒇(𝒙) = 𝒇(𝒙)] 

𝑘 𝑘

𝑠
, 𝑠 > 0 

𝑥𝑛 𝑛!

𝑆𝑛 + 1
, 𝑠 > 0 

𝑒𝑎𝑥 1

𝑠 − 𝑎
, 𝑠 > 0 

𝑆𝑖𝑛𝑎𝑥 𝑎

𝑎2 + 𝑠2
, 𝑠 > 0 

𝐶𝑜𝑠𝑎𝑥 𝑠

𝑎2 + 𝑠2
, 𝑠 > 0 

𝑆𝑖𝑛ℎ𝑎𝑥 𝑎

𝑠2 + 𝑎2
, 𝑠 > 0 

𝐶𝑜𝑠ℎ𝑎𝑥 𝑠

𝑠2 − 𝑎2
, 𝑠 > 0 

𝑒−𝑎𝑥 1

𝑠 + 𝑎
, 𝑠 > 0 
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𝒇(𝒙) 𝑳[𝒇(𝒙) = 𝒇(𝒙)] 

𝑥 1

𝑠2
 

𝑥. 𝑒−𝑎𝑥 1

(𝑎 + 𝑠)2
 

 [2]المصدر 

 تحويل لابلاس العكسي  (1 – 4)

 وجدنا أن:  𝑓(𝑥)من تحويل لابلاس للدالة 

𝐿[𝑓(𝑥)] = 𝑓(̅𝑠) 

 فان: Lهو مؤثر العكسي للمؤثر   𝐿−1بافتراض أن  

𝑓(𝑥) = 𝐿−1[𝑓(𝑠)] 

 [3]وعلى هذا فان مما سبق يمكن بسهولة استنتاج ما يلي: 

𝐿( إذا كان  1 = [1]
1

𝑠
𝐿−1     فان                        [

1

𝑠
] = 1 

𝐿[𝑥𝑛]( إذا كان  2 =
𝑛!

𝑠𝑛+1               فان     𝐿−1 [
𝑛!

𝑠𝑛+1] = 𝑥𝑛 

𝐿[𝑒𝑎𝑥]( إذا كان  3 =
1

𝑠−𝑎
𝐿−1     فان                  [

1

𝑠−𝑎
] = 𝑒𝑎𝑥 

𝐿[𝐶𝑜𝑠𝑎𝑥]( إذا كان  4 =
𝑠

𝑠2+𝑎2             فان𝐿−1 [
𝑠

𝑠2+𝑎2] = 𝐶𝑜𝑠𝑎𝑥 

 وهكذا بالنسبة لباقي الدوال 
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𝑳−𝟏مثال: أوجد:   [
𝟏

(𝒔+𝒂)(𝒔+𝒃)
 ثابتان  a, bحيث  [

Sol: 

𝐿−1 [
1

(𝑠+𝑎)(𝑠+𝑏)
]  

 بالتحليل إلى الكسور الجزئية 

1

(𝑠+𝑎)(𝑠+𝑏)
=

𝐴

𝑠+𝑎
+

𝐵

𝑠+𝑎
  

𝑠)وبالضرب ×   + 𝑎)(𝑠 + 𝑏) :وبمساواة المعاملات نجد أن 

𝐴 = −𝐵
1

𝑎−𝑏
  

 ومنها نحصل على: 

1

(𝑠+𝑎)(𝑠+𝑏)
=

1

𝑎−𝑏
[

1

𝑠+𝑎
−

1

𝑠+𝑎
]  

 باستخدام المؤثر العكسي 

𝐿−1 [
1

(𝑠+𝑎)(𝑠+𝑏)
] =

1

𝑎−𝑏
[𝐿−1 1

𝑠+𝑎
− 𝐿−1 1

𝑠+𝑎
]  

=
1

𝑎−𝑏
(𝑒−𝑎𝑥 − 𝑒−𝑎𝑥)  

 وبالتالي فأن:

𝐿−1 [
1

(𝑠+𝑎)(𝑠+𝑏)
] =

1

𝑎−𝑏
(𝑒−𝑎𝑥 − 𝑒−𝑎𝑥)  
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𝑳−𝟏مثال: أوجد   [
𝒔

(𝒔𝟐+𝒂𝟐)(𝒔𝟐+𝒃𝟐)
 ثابتان حقيقيان.   b, aحيث  [

Sol: 

𝐿−1 [
𝑠

(𝑠2+𝑎2)(𝑠2+𝑏2)
]  

 بالتحليل إلى الكسور الجزئية نحصل على: 

𝑠

(𝑠2+𝑎2)(𝑠2+𝑏2)
=

𝐴

(𝑠2+𝑎2)
+

𝐵

(𝑠2+𝑏2)
  

𝑠2)بالضرب ×   + 𝑎2)(𝑠2 + 𝑏2)  :وبمساواة المعاملات نجد أن 

𝐴 = −𝐵
1

𝑎2−𝑏2  

 ومنها نحصل: 

𝑠

(𝑠2+𝑎2)(𝑠2+𝑏2)
=

1

𝑏2−𝑎2 [
𝑠

𝑠2+𝑎2 −
𝑠

𝑠2+𝑏2]  

 باستخدام المؤثر لابلاس العكسي 

𝐿−1 [
𝑠

(𝑠2+𝑎2)(𝑠2+𝑏2)
] =

1

𝑏2−𝑎2 [𝐿−1 (
𝑠

𝑠2+𝑎2) − 𝐿−1 (
𝑠

𝑠2+𝑏2)]  

=
1

𝑏2−𝑎2
(𝐶𝑜𝑠𝑎𝑥 − 𝐶𝑜𝑠𝑏𝑥)  

𝐿−1 [
𝑠

(𝑠2+𝑎2)(𝑠2+𝑏2)
] =

1

𝑏2−𝑎2
(𝐶𝑜𝑠𝑎𝑥 − 𝐶𝑜𝑠𝑏𝑥)  

,𝑦𝑡𝑡(𝑥تحويل المشتقة   𝑦)   هو 



 

16 

𝐿[𝑦𝑡𝑡(𝑥, 𝑡)] = 𝑠2𝑦−(𝑥, 𝑠) − 𝑠𝑦(𝑥, 0) − 𝑦(𝑥, 0) 
Sol: 

𝐿[𝑦𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) = ∫ 𝑦𝑡𝑡(𝑥, 𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0

 

 

𝑢 = 𝑒−𝑠𝑡                                𝑑𝑣 = 𝑦𝑡𝑡(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡  

𝑑𝑢 = −𝑠𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡                           𝑣 = 𝑦𝑡(𝑥, 𝑡) 

𝐿[𝑦𝑡𝑡(𝑥, 𝑡)] = [𝑒−𝑠𝑡𝑦(𝑥, 𝑡)]0
∞ + 𝑠 ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑦𝑡(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡

∞

0

 

 تستخدم طريقة التجزئة مرة ثانية: 

 𝑢 = 𝑒−𝑠𝑡                                𝑑𝑣 = 𝑦𝑡(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡  

𝑑𝑢 = −𝑠𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡                           𝑣 = 𝑦(𝑥, 𝑡) 

𝐿[𝑦𝑡𝑡(𝑥, 𝑡)] = −𝑦(𝑥, 0) + 𝑠[𝑒−𝑠𝑡𝑦(𝑥, 0)]0
∞ + 𝑠 ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑦(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡

∞

0

 

= −𝑦(𝑥, 0) + 𝑠[0 − 𝑦(𝑥, 0)] + 𝑠2𝑦−(𝑥, 𝑠) 

= −𝑦(𝑥, 0) − 𝑠𝑦(𝑥, 0) + 𝑠2𝑦−(𝑥, 𝑠) 

= 𝑠2𝑦2 − 𝑠𝑦(𝑥, 0) − 𝑦(𝑥, 0) 

 

 بعض خواص تحويل لابلاس  (1 – 5)

 [2]إن اختصاص الأولى التي يتصف بها تحويل لابلاس هي الخاصية الخطية: 

𝐿[𝐴𝑓(𝑡) + 𝐵𝑔(𝑡)] = 𝐴𝐿[𝑓(𝑡)] + 𝐵𝐿[𝑔(𝑡)] 

𝑡دالة معرفة    𝑔(𝑡)ثابتان    A, Bبحيث أن   > 𝐵وعند   0 =  نحصل على:  0
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𝐿[𝐴𝑓(𝑡)] = 𝐴𝐿[𝑓(𝑡)] 

 التعريف مباشرة لبرهان الأولى: يمكن تحقيق هاتين خاصيتين من 

ℓ[𝑎𝑓(𝑡) + 𝐵𝑔(𝑡)] = ∫ 𝑒−𝑠𝑡[𝐴𝑓(𝑡) + 𝐵𝑔(𝑡)]𝑑𝑡
∞

0
  

= ∫ 𝐴
∞

0
𝑒−𝑠𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡 + ∫ 𝐵

∞

0
𝑒−𝑠𝑡𝑔(𝑡)𝑑𝑡  

= 𝐴 ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡
∞

0
+ 𝐵 ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑔(𝑡)𝑑𝑡

∞

0
  

= 𝐴ℓ[𝑓(𝑡)] + 𝐵ℓ[𝑔(𝑡)]  

 لبرهان الخاصية الثانية: 

ℓ[𝑘𝑓(𝑡)] = ∫ 𝑘𝑒−𝑠𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡
∞

0
  

= 𝑘 ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡
∞

0
  

= 𝑘ℓ[𝑓(𝑡)]  

 إيجاد تحويل لابلاس للمشتقات (1 – 6)

𝑦ليكن الدالة  = (𝑥, 𝑡)   معرفة على الفترة𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 و𝑡 > 𝑦وإذا نظرنا إلى   0 = (𝑥, 𝑡) 

𝑡ذات رتبة أسية عندما  tكدالة في  → على كل الفترة   (piece wise)وانها متصلة في أجزاء   ∞

𝑡محدودة   ≥  [3]فاننا نستخدم الرموز التالية:  0

𝐿[𝑦(𝑥, 𝑡)] = ∫ 𝑦(𝑥, 𝑡)

∞

0

= �̅�(𝑥, 𝑠) = �̅� 

𝒚𝒕تحويل المشتقة   • = (𝒙, 𝒕)   :هو 

𝐿[𝑦𝑡 = (𝑥, 𝑡)] = −𝑦(𝑥, 0) + 𝑠�̅�(𝑥, 𝑠) 
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Sol: 

𝐿[𝑦𝑡 = (𝑥, 𝑡)] = ∫ 𝑦𝑡(𝑥, 𝑡)
∞

0
𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡  

 تستخدم طريقة التجزئة وكما يلي: 

𝑦 = 𝑒−𝑠𝑡                              𝑑𝑣 = 𝑦(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡  

𝑑𝑦 = −𝑠𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡                   𝑣 = 𝑦(𝑥, 𝑡)  

 نعوض 

𝐿[𝑦𝑡 = (𝑥, 𝑡)] = [𝑒−𝑠𝑡𝑦(𝑥, 𝑡)]0
∞ + 𝑠 ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑦(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡

∞

0
  

= [0 − 𝑦(𝑥, 0)] + 𝑠�̅�(𝑥, 𝑠)  

= −𝑦(𝑥, 0) + 𝑠�̅�(𝑥, 𝑠)  

𝒚𝒕𝒕تحويل المشتقة   • = (𝒙, 𝒕)  :هو 

𝐿[𝑦𝑡𝑡 = (𝑥, 𝑡)] = ∫ 𝑦𝑡𝑡 = (𝑥, 𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

0
  

𝑦 = 𝑒−𝑠𝑡                              𝑑𝑣 = 𝑦𝑡𝑡(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡  

𝑑𝑦 = −𝑠𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡                   𝑣 = 𝑦𝑡(𝑥, 𝑡)  

𝐿[𝑦𝑡𝑡 = (𝑥, 𝑡)] = [𝑒−𝑠𝑡𝑦(𝑥, 𝑡)]0
∞ + 𝑠 ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑦𝑡(𝑥, 𝑡)

∞

0
𝑑𝑡  

 ثانية نستخدم طريقة التجزئة مرة 

𝑦 = 𝑒−𝑠𝑡                              𝑑𝑣 = 𝑦𝑡(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡  

𝑑𝑦 = −𝑠𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡                   𝑣 = 𝑦(𝑥, 𝑡)  
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𝐿[𝑦𝑡𝑡 = (𝑥, 𝑡)] = −𝑦(𝑥, 0) + 𝑠[𝑒−𝑠𝑡𝑦(𝑥, 0)]0
∞ + 𝑠 ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑦(𝑥, 𝑡)

∞

0
𝑑𝑡  

= −𝑦(𝑥, 0) + 𝑠[0 − 𝑦(𝑥, 0)] + 𝑠2�̅�(𝑥, 𝑠)  

= −𝑦(𝑥, 0) − 𝑠𝑦(𝑥, 0) + 𝑠2�̅�(𝑥, 𝑠)  

= 𝑠2�̅� − 𝑠𝑦(𝑥, 0) − 𝑦(𝑥, 0)  

,𝒚𝒙(𝒙تحويل المشتقة   • 𝒕)    :هو 

𝐿[𝑦𝑥(𝑥, 𝑡)] = �̅�𝑥(𝑥, 𝑠) 

Sol: 

𝐿[𝑦𝑥(𝑥, 𝑡)] = ∫
𝜕

𝜕𝑥

∞

0
𝑦(𝑥, 𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡  

=
𝜕

𝜕𝑥
∫ 𝑦(𝑥, 𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0
  

=
𝜕

𝜕𝑥
�̅�(𝑥, 𝑠)  

= �̅�(𝑥, 𝑠)  

,𝒚𝒙𝒙(𝒙 تحويل المشتقة  • 𝒕)  :هو 

𝐿[𝑦𝑥𝑥(𝑥, 𝑡)] = �̅�𝑥𝑥(𝑥, 𝑠) 

Sol:  

𝐿[𝑦𝑥𝑥(𝑥, 𝑡)] = ∫
𝜕2

𝜕𝑥2

∞

0
𝑦(𝑥, 𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡  

=
𝜕2

𝜕𝑥2 ∫ 𝑦(𝑥, 𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

0
  

=
𝜕2

𝜕𝑥2 �̅�(𝑥, 𝑠)  

= �̅�𝑥𝑥(𝑥, 𝑠)  



 
 
 
 
 
 
 

 الفصل الثاني
في حل  الأساسيةبعض مفاهيم 

 الجزئية المعادلات 
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 الفصل الثاني 

 بعض المفاهيم الأساسية في حل المعادلات الجزئية

 المعادلة: (1-2)

هم أداة رياضتة للتعبي  عن ت اوي مقدارين يحتوي أحدهما أو كليهما على رموز ت مى المجاهيل 
 كما  م المثال:  

14𝑥 + 15 = 71  

أو المعادلة ال ياضتة  م ال ياضتا  هم عبارة مؤلفة من رموز رياضتة تنص على م اواة تعبي ين 
 [7] رياضيين ويعبّ  عن هذه الم اواة عن ط يق علامة ت اوي )=(.

 المعادلة التفاضلية: (2-2)

 [8]هم معادلة تتضمن دالة مجهولة وتفاضلاتها وتنق   المعادلا  التفاضلتة إلى نوعين هما: 

 ( المعادلا  التفاضلتة الاعتتادية     1

 ( المعادلا  التفاضلتة الجزئتة 2

 المعادلة التفاضلية الاعتيادية: (3-2)

هم علاقة ت اوي بين دالة مجهول تعتمد على متغي  واحد وبين واحد أو أكث  من المشتقا  )أو  
هم   مجهولة  الدالة  كانت  إذا  المجهولة  مثلًا  الدالة  𝑦تفاضلا (  = 𝑓(𝑥)    على تعتمد  والتم 

 [8] ان الصورة العامة للمعادلة التفاضلتة العادية هم: xالمتغي  الم تقل 

𝑓 (𝑥, 𝑦,
𝑑𝑦

𝑑𝑥
,
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
,
𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
, … … . . ,

𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
) = 0 
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 المعادلة التفاضلية الجزئية:  (4-2)

هم المعادلة التم تحتوي على مشتقا   زئتة وتختلف عن المعادلا  التفاضلتة الاعتتادية حيث  
على   تعتمد  الجزئتة  التفاضلتة  المعادلا   الدالة  م  واحد  ان  متغي   المجهولة على  الدالة  تعتمد 

,𝑢(𝑥ن المتغي ا  مثل در ة الح ارة عدد م 𝑡)  حيث تعتمد على الموضعx  والزمنt .[1] 

 أمثلة لبعض المعادلات التفاضلية الجزئية المعرفة جيداً: 

 ( معادلة التوصيل الح اري  م البعد الواحد: 1

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 

 ( معادلة التوصيل الح اري  م البعدين: 2

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 

 رتبة ودرجة المعادلة التفاضلية الجزئية: (5-2)

 .[3]رتبة المعادلة التفاضلتة الجزئتة: هم رتبة أعلى مشتقة تظه   م المعادلة

 ( عيّن رتبة المعادلا  الآتتة: 1

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 +
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2 = 0  

 معادلة تفاضلتة  زئتة من ال تبة الثانتة 

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2 = 𝑘 [
𝜕3𝑣

𝜕𝑡3]
2

  

 معادلة تفاضلتة  زئتة من ال تبة الثالثة

أن  بش ط  المعادلة  تفاضلم  م  معامل  أعلى  )قوة(  در ة  الجزئتة: هم  التفاضلتة  المعادلة  در ة 
 [3]تكون  متع المعادلا  التفاضلتة خالتة من القوى الك  ية.
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 ( عيّن در ة المعادلا  الآتتة: 2

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2 = 𝑘 [
𝜕3𝑣

𝜕𝑡3]
2

  

 تة من ال تبة الثانتة معادلة تفاضلتة  زئ

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 +
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2 = 0  

 معادلة تفاضلتة  زئتة من الدر ة الأولى 

 [10]المعادلة التفاضلية الجزئية الخطية: (6-2)

قد تكون المعادلة التفاضلتة الجزئتة خطتة أو غي  خطتة  فم المعادلا  التفاضلتة الخطتة يكون 
مثلًا وكل مشتقاته الجزئتة تظه   م الصورة الخطتة )أي ان غي  مض وبة  م   uالمتغي  التابع  

 بعضها أو م  وعة إلى أس معين خلاف الواحد الصحتح(. 

• 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = لتة الجزئتة الخطتة   المعادلة التفاض   0  
• 𝑢𝑥𝑦 + 𝑢𝑢𝑦 =  المعادلة التفاضلتة الجزئتة غي  خطتة      0

 أمثلة على المعادلة التفاضلية الجزئية: (7-2)

 [5]فتما يلم أمثلة على معادلة تفاضلتة  زئتة التطبتقا   يزيائتة وهندستة متنوعة:

 معادلة الحرارة في بعد واحد: (1.2)

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝐶2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
 

 معادلة الموجة في البعد الواحد: (2.2)

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 𝐶2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
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 معادلة لاس س في البعدين:  (3.2)

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0 

 معادلة سواسون في البعدين:  (4.2)

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 𝑓(𝑥, 𝑦) 

 الحل العام: (8-2)

من الثوابت الاختتارية بش ط   nيحتوي على    nإن مجموعة الحل العام لمعادلة تفاضلتة من ال تبة  
 [8]أن يحقق تلك المعادلة التفاضلتة  م منطقة توا دها وتكون خالتة من المشتقا .

 الحل الخاص:  (9-2)

الثوابت الاختتارية التم تظه   م الحل   م أي حل من مجموعة الحل العام ينتج من تعويض قت   
 [2]العام للمعادلة التفاضلتة.

 الشروط الحدودية: (10-2)

إن كل الم ائل الفيزيائتة تشتمل على حدود من نوع ما وعلته يجب أن نصف ما يحدث عن هذه 
الحدود بصورة رياضتة لكم نضع وصفاً كاملًا للم ألة و م تج بتنا هذه تكون الش وط الحدودية 

الح ارة   ان در ة  فتما  تماماً  لكل    uب تطاً  𝑡)ثابتة  > الذراع   𝑇1و  𝑇2م اوية    (0 نهايتم  عند 
𝑥 = 𝐿 , 𝑥 =  [1]فتمكن التعبي  عن ذلك بما يأتم: 0

𝐵𝐶 = [
𝑢(0, 𝑡) = 𝑇1

𝑢(1, 𝑡) = 𝑇2
]                0 < 𝑡 < ∞ 
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 الشروط الابتدائية: (11-2)

𝑡إن كل الم ائل الفيزيائتة تبدأ بزمن معين )ي مى عادة   = ( وعلته يجب أن نخصص الجهاز  0
راسة ح ارة الذراع بعد اللحظة التم تكون  يها الفيزيائم عند هذا الزمن، و م تج بتنا هذه اننا نبدأ بد

 [1]فتكون الش ط الابتدائم: °𝑇در ة الح ارة ثابتة وت اوي 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑇°                  0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿 

 الحل العام للمعادلة التفاضلية الخطية المتجانسة ذات معاملات ثابتة: (12-2)

التفاضلتة   ln)المعادلة  𝑦 = على    nلها    (0 خطتاً  الم تقلة  الحلول  الحلول   Iمن  هذه  ولإيجاد 
𝑦نف ض أن   = 𝑒𝑟𝑥  حلًا لها حيث أنr   هوln(𝑒𝑟𝑥) =  [6]أي أن: 0

(𝑎°𝑟𝑛 + 𝑎1𝑟𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛) = 𝑒𝑟𝑥 = 0 

𝑒𝑟𝑥وبما أن   ≠   ان:  xلجمتع قت   0

(1.13.1)     𝑎°𝑟𝑛 + 𝑎1𝑟𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛 = 0 

lnالمميز للمعادلة التفاضلتة المتجان ة   𝑦 = ولها    nواضح ان أعلاه متعدد حدود من الدر ة    0
n .  من الجذور والتم تكون أما مختلفة القت  أو مك رة القت 

 إذا كانت  ذور المعادلة المميز مختلفة  ان الحل العام هو:  الحالة الأولى:

(1.13.2)        𝑌(𝑥) = ∑ 𝐶𝑖𝑒𝑟𝑖𝑥

𝑛

𝑖=1

 

الثانية: المميز متك رة    الحالة  المعادلة  𝑟1إذا كانت  متع  ذور  = 𝑟2 = ⋯ = 𝑟𝑛    الحل  ان 
 العام هو: 

(1.13.3)        𝑌(𝑥) = (∑ 𝐶𝑖+1 𝑥𝑖

𝑘

𝑖=0

) 𝑒𝑟𝑥 
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𝑟1من الجذور مت اوية    kلمعادلة المميز لها  إذا كانت ا  الحالة الثالثة: = 𝑟2 = ⋯ = 𝑟𝑘   أما
 باقم الجذور مختلفة  ان الحل العام لها هو: 

𝑌(𝑥) = (𝐶1 + 𝐶2𝑥 + ⋯ + 𝐶𝑘𝑥𝑘−1)𝑒𝑟𝑖𝑥 + 𝐶𝑘+1𝑒𝑟𝑘+1𝑥 + ⋯ 𝐶𝑛𝑒𝑟𝑛𝑥 

 أي أن:

(1.13.4) 𝑌(𝑥) = (∑ 𝐶𝑖+1𝑥𝑖

𝑘

𝑖=0

) 𝑒𝑟𝑖𝑥 + ∑ 𝐶𝑖

𝑛

𝑖=𝑘+1

𝑒𝑟𝑖𝑥 

𝑟ت المعادلة المميزة لها من  ذور معقدة  إذا كان   الحالة الرابعة:  = 𝑎 + 𝑏𝑖    ان الحل العام لها 
 هو: 

(1.13.5)  𝑌(𝑥) = 𝐶𝑒𝑎𝑥(𝐶𝑜𝑠 𝑏𝑥 + 𝑆𝑖𝑛 𝑏𝑥) 

الخامسة:  عقدياً    الحالة  المعادلة  ذراً  بين  ذور  كان  𝑟1إذا  = 𝑎 + 𝑏𝑖    وباقم مك ر  وغي  
,𝑟2الجذور حقتقتة مختلفة   𝑟3, … … . 𝑟𝑛  :ان الحل العام للمعادلة التفاضلتة هو  

(1.13.6)  𝑌(𝑥) = 𝐶𝑖𝑒𝑥(𝐶𝑜𝑠 𝑏𝑥 + 𝑆𝑖𝑛 𝑏𝑥) + ∑ 𝐶𝑗𝑒𝑟𝑗𝑥

𝑛

𝑗=2

 

  



 
 
 
 
 
 
 

 الفصل الثالث
ايجاد حل المعادلات التفاضلية الجزئية 

 باستخدام تحويل لابلاس
  



 

28 

 الفصل الثالث 

 إيجاد حل المعادلات التفاضلية الجزئية باستخدام تحويل لابلاس 

المعادلا  التفاضلتة الجزيئة بمتغي ين خطتة بعضها متجانس والبعض   م هذا الفصل سيت  حل  
 الآخ  غي  متجانس تحت ش وط ابتدائتة وحدودية معينة باستخدام تحويل لابلاس. 

 خطوات الطريقة:  (3 – 1)

بالنقاط   لابلاس  تحويل  باستخدام  والابتدائتة  الحدودية  القت   لم ائل  حل  بإيجاد  الط يقة  تتلخص 
 الآتتة: 

المذكورة  م (  1 الط ق  باستخدام  الجزيئة  التفاضلتة  المعادلة  حدود  لجمتع  لابلاس  تحويل  نجد 
 الفصل الأول. 

بالن بة  2 والاشتقاق  اعتتادية  تفاضلتة  معادلة  إلى  تفاضلتة  زئتة  معادلة  من  المعادلة  تتحول   )
 للمتغي  الثانم  قط. 

 التحليل التقليدية. ( نحل المعادلة التفاضلتة الاعتتادية بإحدى ط ق 3

 ( نجد تحويل لابلاس للش وط الحدودية أو الابتدائتة. 4

 ( نجد قت  الثوابت لنحصل على المعادلة التفاضلتة الاعتتادية. 5

 ( نجد تحويل لابلاس العك م لدالة الحل للمعادلة التفاضلتة الاعتتادية. 6

 ( ناتج التحويل العك م يمثل الحل للم ائل الأصلتة.  7

 [14]: استخدام تحويل لاس س لمسائل القيم الاستدائية:3 – 1مسألة 

𝑦𝑥 = 2𝑦𝑡 + 𝑦  
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𝑦(𝑥, 0) = 6𝑒−3𝑥   , 𝑥 > 0 , 𝑡 > 0  

 الحل: 

 نأخذ لابلاس لجمتع حدود المعادلة التفاضلتة الجزئتة 

𝐿(𝑦𝑥) = 2𝐿(𝑦𝑡) + 𝐿(𝑦)  

 لنحصل: 

�́�𝑥(𝑥, 𝑠) = 2[−𝑦(𝑥, 0) + 𝑆�́�(𝑥, 𝑠) + �́�(𝑥, 𝑠)]  

إذ ان من الممكن أن نعبّ  عن المعادلة أعلاه بمعادلة تفاضلتة اعتتادية لأن الاشتقاق  قط بالن بة 
 إذن من الممكن أن تعبّ  عنها كما يلم:   xلمتغي  واحد الذي هو 

𝑑�́�

𝑑𝑥
= (2𝑆 + 1)�́�(𝑥, 𝑠) − 2𝑦(𝑥, 0)  

 نعوض الش ط الابتدائم: 

𝑑�́�

𝑑𝑥
= (2𝑆 + 1)�́�(𝑥, 𝑠) − 12𝑒−3𝑥  

 إذن نحصل: 

𝑑�́�

𝑑𝑥
− (2𝑆 + 1)�́� = −12𝑒−3𝑥   

 نحل المعادلة التفاضلتة الاعتتادية بط يقة عامل التكامل وكما يلم: 

If 𝑒∫ −(2𝑆+1)𝑑𝑥 = 𝑒−(2𝑆+1)𝑥  

𝑒−(2𝑆+1)𝑥 𝑑�́�

𝑑𝑥
− 𝑒−(2𝑆+1)𝑥(2𝑆 + 1)�́� = 𝑒−(2𝑆+1)𝑥(−12𝑒−3𝑥)  

�́�𝑒−(2𝑆+1)𝑥 = −12 ∫ 𝑒−(2𝑆+4)𝑥 𝑑𝑥  

 لنحصل على حل المعادلة التفاضلتة الاعتتادية  𝑒(2𝑆+1)𝑥نض ب  متع الحدود ×  
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�́�(𝑥, 𝑠) =
6

𝑠+2
𝑒−3𝑥 + 𝐶𝑒(2𝑆+1)𝑥  

,𝑦(𝑥ح ب ش وط الدالة   𝑡)    يجب أن تكون(𝑥 > 0, 𝑡 > يجب أن تكون م اوية    C ان    (0
 للصف  إذن الحل هو: 

�́�(𝑥, 𝑠) =
6

𝑠+2
𝑒−3𝑥  

 باستخدام تحويل لابلاس العك م 

𝐿−1[�́�(𝑥, 𝑠)] = 𝐿−1 [
6

𝑠+2
𝑒−3𝑥]  

𝑦(𝑥, 𝑡) = 6𝑒−3𝑥𝐿−1 [
1

𝑠+2
]  

𝐿−1 بما ان تحويل لابلاس العك م هو  [
1

𝑠+2
] = 𝑒𝑎𝑥  :إذن نحصل 

𝑦(𝑥, 𝑡) = 6𝑒−3𝑥(𝑒−2𝑥)  

 إذن الحل للم ألة القت  الابتدائتة هو: 

𝑦(𝑥, 𝑡) = 6𝑒−(2𝑡+3𝑥)  

 [12]: استخدام تحويل لاس س لحل المسألة القيم الحدودية:3 – 2مسألة 

𝑦𝑡 = 2𝑦𝑥            0 < 𝑥 < 5   ,   𝑡 < 0  

𝑦(0, 𝑡) = 𝑦(5, 𝑡) = 0  

𝑦(𝑥, 0) = 10𝑆𝑖𝑛4𝜋𝑥  

 الحل: 

 نأخذ لابلاس لجمتع حدود المعادلة التفاضلتة الجزئتة 

𝐿[𝑦𝑡𝑡] = 2𝐿[𝑦𝑥𝑥]  

−𝑦(𝑥, 0) + 𝑆�́�(𝑥, 𝑠) = 2𝑦𝑥𝑥́ (𝑥, 𝑠)  
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إذن من الممكن أن نعبّ  عن المعادلة أعلاه بمعادلة تفاضلتة اعتتادية لأن الاشتقاق  قط بالن بة 
 كما يلم:   xلمتغي  واحد الذي هو 

𝑆�́� − 𝑦(𝑥, 0) = 2
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2  

 نعوض الش ط الابتدائم 

2
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐 −  𝑺�́� = −𝟏𝟎𝑺𝒊𝒏(𝟒𝝅𝒙)  

بط يقة  الاعتتادية  التفاضلتة  المعادلة  نحل  صتغة الم الآن  إلى  نحولها  بداية  المميزة  م  عادلة 
 Dالمؤث   

(𝟐𝑫𝟐 − 𝑺)�́́� = −𝟏𝟎𝑺𝒊𝒏(𝟒𝝅𝒙)  

𝟐𝒎𝟐المعادلة المميز هم:   − 𝒔 =  إذن الجذور هم:  𝟎

𝟐𝒎𝟐 − 𝒔 = 𝟎 ⇒ 𝟐𝒎𝟐 = 𝒔 ⇒ 𝒎𝟐 =
𝒔

𝟐
⇒ 𝒎 = ±√

𝒔

𝟐
  

 إذن الحل العام بالمعادلة التفاضلتة الاعتتادية هو: 

𝒚�́� = 𝑪𝟏𝒆
√

𝒔

𝟐
𝒙

+ 𝑪𝟐𝒆
−√

𝒔

𝟐
𝒙  

 الآن نجد الحل المتم  وكما يلم: 

𝒚�́� =
𝟏

𝟐𝑫𝟐−𝑺
(−𝟏𝟎𝑺𝒊𝒏(𝟒𝝅𝒙))  

𝒚�́� =
𝟏𝟎𝑺𝒊𝒏(𝟒𝝅𝒙)

−𝟐(𝟏𝟔𝝅𝟐)+𝒔
𝑺𝒊𝒏(𝟒𝝅𝒙)  

𝒚�́� =
𝟏𝟎

𝟑𝟐𝝅+𝒔
𝑺𝒊𝒏(𝟒𝝅𝒙)  

 لحل الم ألة يعبّ  عن الصتغة الآتتة 
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�́�(𝒙, 𝒔) = 𝒚�́� + 𝒚�́�  

 نعوض لنحصل 

�́�(𝒙, 𝒔) = 𝑪𝟏𝒆
√

𝒔

𝟐
𝒙

+ 𝑪𝟐𝒆
−√

𝒔

𝟐
𝒙

+
𝟏𝟎

𝟑𝟐𝝅+𝒔
𝑺𝒊𝒏(𝟒𝝅𝒙)   

 نجد تحويل لابلاس لش وط المعادلة الحدودية  نحصل على: 

𝑳[𝒚(𝟎, 𝒕)] = �́�(𝟎, 𝒔) = 𝟎  

𝑳[𝒚(𝟓, 𝒕)] = �́�(𝟓, 𝒔) = 𝟎  

 نبدأ الش وط الحدودية الأول 

�́�(𝟎, 𝒔) = 𝑪𝟏𝒆𝟎 + 𝑪𝟐𝒆𝟎 +
𝟏𝟎

𝟑𝟐𝝅𝟐+𝒔
𝑺𝒊𝒏(𝟎) = 𝟎  

 إذن نحصل تحويل لابلاس للش ط الحدودي الأول هو

�́�(𝟎, 𝒔) = 𝑪𝟏 + 𝑪𝟐 = 𝟎  

 أما الش ط الثانم

�́�(𝟓, 𝒔) = 𝑪𝟏𝒆
𝟓√

𝒔

𝟐 + 𝑪𝟐𝒆
−𝟓√

𝒔

𝟐 +
𝟏𝟎

𝟑𝟐𝝅𝟐+𝒔
𝑺𝒊𝒏(𝟒𝝅(𝟓)) = 𝟎  

 إذن نحصل تحويل لابلاس للش ط الحدودي الثانم الذي هو

�́�(𝟓, 𝒔) = 𝑪𝟏𝒆
𝟓√

𝒔

𝟐 + 𝑪𝟐𝒆
−𝟓√

𝒔

𝟐 = 𝟎  

 والثانم نحصل علىوبحل المعادلتين لتحويل لابلاس للش ط الحدودي الأول  

𝑪𝟏 = 𝑪𝟐 = 𝟎  

  م الحل العام 𝑪𝟐و 𝑪𝟏 نعوض قتمة  
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�́�(𝒙, 𝒔) = 𝟎 + 𝟎 +
𝟏𝟎

𝟑𝟐𝝅𝟐+𝒔
𝑺𝒊𝒏(𝟒𝝅𝒙)  

�́�(𝒙, 𝒔) =
𝟏𝟎

𝟑𝟐𝝅𝟐+𝒔
𝑺𝒊𝒏(𝟒𝝅𝒙)  

 باستخدام تحويل لابلاس العك م 

𝑳−𝟏[�́�(𝒙, 𝒔)] = 𝑳−𝟏 [
𝟏𝟎

𝟑𝟐𝝅𝟐+𝒔
𝑺𝒊𝒏(𝟒𝝅𝒙)]  

�́�(𝒙, 𝒔) = 𝟏𝟎 𝑺𝒊𝒏(𝟒𝝅𝒙)𝑳−𝟏 [
𝟏

𝒔−(𝟑𝟐𝝅𝟐)
]  

𝑳−𝟏وبما ان تحويل لابلاس العك م   [
𝟏

𝒔−𝒂
] = 𝒆𝒂𝒙  نعوض لنحصل على الحل للم ألة 

𝒚(𝒙, 𝒕) = 𝟏𝟎 𝒆−𝟑𝟐𝝅𝟐𝒕𝑺𝒊𝒏(𝟒𝝅𝒙)  

 [13]: استخدام تحويل لاس س للمسألة الآتية: 3 – 3مسألة 

𝒚𝒕𝒕 = 𝟗𝒚𝒙𝒙                   𝟎 < 𝒙 < 𝟐    ,   𝒕 > 𝟎  

𝒚(𝟎, 𝒕) = 𝒚(𝟐, 𝒕) = 𝟎  

𝒚(𝒙, 𝟎) = 𝟐𝟎𝑺𝒊𝒏𝟐𝝅𝒙  

 الحل: 

 نأخذ لابلاس لجمتع حدود المعادلة التفاضلتة الجزئتة 

𝑳[𝒚𝒕] = 𝑳[𝟗𝒚𝒙]  

𝑳[𝒚𝒕] = 𝟗𝑳[𝒚𝒙]  

𝒔𝟐�́�(𝒙, 𝒔) − 𝒔𝒚(𝒙, 𝟎) − 𝒚𝒕(𝒙, 𝟎) = 𝟗�́�𝒙𝒙(𝒙, 𝒔)  

𝒔𝟐�́�(𝒙, 𝒔) − 𝒔𝒚(𝒙, 𝟎) − 𝒚𝒕(𝒙, 𝟎) = 𝟗
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐  

 الابتدائتة نعوض الش وط 
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𝟗
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐 − 𝒔𝟐�́� = −𝒔(𝟐𝟎 𝑺𝒊𝒏𝟐𝝅𝒙)  

 Dنحولها إلى صتغة المؤث  

𝟗𝑫𝟐 − 𝒔𝟐𝒚 = −𝟐𝟎𝒔𝑺𝒊𝒏𝟐𝝅𝒙  

 المعادلة مميزة هم: 

𝟗𝒎𝟐 − 𝒔𝟐𝒚 = 𝟎  

𝟗𝒎𝟐 = 𝒔𝟐𝒚 ⇒ 𝒎𝟐 =
𝒔𝟐

𝟗
⇒ 𝒎𝟏,𝟐 =

𝒔

𝟑
  

 الحل العام للمعادلة المتجان ة هو

�́�𝒄 = 𝑪𝟏𝒆
𝒔

𝟑
𝒙 + 𝑪𝟐𝒆−

𝒔

𝟑
𝒙  

𝒚𝒑الآن نجد الحل المتم  باستخدام الصتغة الآتتة:   =
𝟏

𝑭(𝑫)
𝑺𝒊𝒏𝒃𝒙  إذن نحصل 

𝒚𝒑 =
𝟏

−𝟗(𝟐𝝅)𝟐−𝒔𝟐
(−𝟐𝟎𝒔𝑺𝒊𝒏𝟐𝝅𝒙)  

𝒚𝒑 =
−𝟐𝟎𝒔

−𝟑𝟔𝝅𝟐−𝒔𝟐
(𝑺𝒊𝒏𝟐𝝅𝒙)  

𝒚𝒑 =
−𝟐𝟎𝒔

−(𝟑𝟔𝝅𝟐+𝒔𝟐)
𝑺𝒊𝒏𝟐𝝅𝒙  

𝒚𝒑 =
𝟐𝟎𝒔

𝟑𝟔𝝅𝟐+𝒔𝟐  

 تفاضلتة الاعتتادية الغي  متجان ة يعبّ  عنه بالصتغة الآتتة: الحل العام للمعادلة ال

�́� = 𝒚𝒄 + 𝒚𝒑  

 نعوض لنحصل: 

�́�(𝒙, 𝒔) = 𝑪𝟏𝒆
𝒔

𝟑
𝒙 + 𝑪𝟐𝒆−

𝒔

𝟑
𝒙 +

𝟐𝟎𝒔

𝟑𝟔𝝅𝟐+𝒔𝟐  𝑺𝒊𝒏𝟐𝝅𝒙  
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 نحول الش وط ح ب تحويلا  لابلاس 

𝑳[𝒚(𝟎, 𝒕)] = �́�(𝟎, 𝒔) = 𝟎  

𝑳[𝒚(𝟐, 𝒕)] = �́�(𝟐, 𝒔) = 𝟎  

 الحدودي الأول هو: تحويل لابلاس للش ط 

�́�(𝟎, 𝒔) = 𝑪𝟏𝒆𝟎 + 𝑪𝟐𝒆𝟎 + 𝟎 = 𝟎  

�́�(𝟎, 𝒔) = 𝑪𝟏 + 𝑪𝟐 = 𝟎  

 أما تحويل لابلاس للش ط الحدودي الثانم هو: 

�́�(𝟐, 𝒔) = 𝑪𝟏𝒆𝟐
𝒔

𝟑 + 𝑪𝟐𝒆−𝟐
𝒔

𝟑 + 𝟎 = 𝟎  

�́�(𝟐, 𝒔) = 𝑪𝟏𝒆𝟐
𝒔

𝟑 + 𝑪𝟐𝒆−𝟐
𝒔

𝟑 = 𝟎   

 على: من حل المعادلتين لتحويل لابلاس للش طين الحدوديين نحصل 

𝑪𝟏 = 𝑪𝟐 = 𝟎    

,𝑪𝟐نعوض قتمة   𝑪𝟏 م الحل العام  

�́�(𝒙, 𝒔) =
𝟐𝟎𝒔

𝟑𝟔𝝅𝟐+𝒔𝟐  𝑺𝒊𝒏𝟐𝝅𝒙  

 باستخدام تحويل لابلاس العك م 

𝑳−𝟏[�́�(𝒙, 𝒔)] = 𝑳−𝟏 [
𝟐𝟎𝒔

𝟑𝟔𝝅𝟐+𝒔𝟐  𝑺𝒊𝒏𝟐𝝅𝒙]  

 نب ط: 

𝒚(𝒙, 𝒔) = 𝟐𝟎𝑺𝒊𝒏𝟐𝝅𝒙𝑳−𝟏 [
𝒔

𝟑𝟔𝝅𝟐+𝒔𝟐]  

𝑳−𝟏 ح ب تحويل لابلاس العك م  [
𝒔

𝒔𝟐+𝒂𝟐] = 𝑪𝒐𝒔𝒂𝒕 :نعوض لنحصل على حل الم ألة 
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𝒚(𝒙, 𝒕) = 𝟐𝟎 𝑺𝒊𝒏(𝟐𝝅𝒙)𝑪𝒐𝒔(𝟔𝝅𝒕)  

 [14]: استخدام تحويل لاس س لحل المعادلة:3 – 4مسألة 

𝒚𝒙 + 𝒚𝒕 = 𝒙                 𝒙 > 𝟎  , 𝒕 > 𝟎  

𝒚(𝟎, 𝒕) = 𝟎  ,   𝒕 > 𝟎  

𝒚(𝒙, 𝟎) = 𝟎  ,   𝒙 > 𝟎  

 الحل: 

 نأخذ لابلاس لجمتع حدود المعادلة التفاضلتة الجزئتة 

𝑳[𝒚𝒙] + 𝑳[𝒚𝒕] = 𝑳[𝒙]  

 لنحصل: 

�́�𝒙(𝒙, 𝒔) + [−𝒚(𝒙, 𝟎) + 𝒔�́�(𝒙, 𝒔)] =
𝒙

𝒔
  

بالن بة  اشتقاق  قط  اعتتادية لأن  تفاضلتة  بمعادلة  المعادلة أعلاه  نعبّ  عن  الممكن أن  إذن من 
 ن أن نعبّ  عنها كما يلم: إذن من الممك  xلمتغي  واحد الذي هو 

𝒅�́�

𝒅𝒙
+ 𝒔�́�(𝒙, 𝒔) − 𝒚(𝒙, 𝟎) =

𝒙

𝒔
  

 نعوض الش ط الابتدائم 

𝒅�́�

𝒅𝒙
+ 𝒔�́�(𝒙, 𝒔) =

𝒙

𝒔
  

 تحولت إلى معادلة تفاضلتة خطتة لهذا نو د عامل تكامل 

 𝑰𝒇 = 𝒆∫ 𝒔𝒅𝒙 ⇒ 𝑰𝒇 = 𝒆𝒔𝒙  

𝒆𝒔𝒙 𝒅𝒚

𝒅𝒙
(𝒙, 𝒔) + 𝒆𝒔𝒙 𝒔�́�(𝒙, 𝒔) = 𝒆𝒔𝒙 𝒙

𝒔
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𝒆𝒔𝒙 𝒅𝒚

𝒅𝒙
(𝒙, 𝒔) + 𝒆𝒔𝒙 𝒔�́�(𝒙, 𝒔)𝒅𝒙 = 𝒆𝒔𝒙 𝒙

𝒔
𝒅𝒙  

∫ 𝒅𝒆𝒔𝒙 �́�(𝒙, 𝒔) = ∫ 𝒆𝒔𝒙 𝒙

𝒔
𝒅𝒙    

 ن تخدم ط يقة التجزئة: 

𝒚 =
𝒙

𝒔
  ,   𝒅𝒚 =

𝟏

𝒔
𝒅𝒙     ,   𝒅𝒗 = 𝒆𝒔𝒙   , 𝒗 = 𝒆𝒔𝒙  

 نعوض لنجد: 

𝒆𝒔𝒙�́�(𝒙, 𝒔) =
𝒙

𝒔𝟐 𝒆𝒔𝒙 −
𝟏

𝒔𝟐 ∫ 𝒆𝒔𝒙𝒅𝒙    

𝒆𝒔𝒙�́�(𝒙, 𝒔) =
𝒙

𝒔𝟐 𝒆𝒔𝒙 −
𝟏

𝒔𝟐 𝒆𝒔𝒙 + 𝑪   

 لنحصل:  𝒆−𝒔𝒙 نض ب  متع الحدود ×  

�́�(𝒙, 𝒔) =
𝒙

𝒔𝟐 −
𝟏

𝒔𝟑 + 𝑪𝒆−𝒔𝒙   

𝟎 = 𝒚(𝟎, 𝒔) =
𝟎

𝒔𝟑
+ 𝒄𝒆−𝒔𝟎 = 𝟎 

 نحصل: 

𝑪 =
𝟏

𝒔𝟑  

 نعوض  م الحل العام: 

�́�(𝒙, 𝒔) =
𝒙

𝒔𝟐 −
𝟏

𝒔𝟑 +
𝒆−𝒔𝒙

𝒔𝟑     

 الآن نجد تحويل لابلاس العك م: 

𝑳−𝟏[�́�(𝒙, 𝒔)] = 𝑳−𝟏 [
𝒙

𝒔𝟐 −
𝟏

𝒔𝟑 +
𝒆−𝒔𝒙

𝒔𝟑 ]    

 نحصل على حل الم ألة: 
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𝒚(𝒙, 𝒕) = 𝒙𝒕 −
𝒕𝟐

𝟐
  

  : حل مسألة القيمة الأولية سواسطة تحويل لاس س3 – 5مسألة 

𝑼𝒕 = 𝑼𝒙𝒙    ,   𝟎 < 𝒙 < ∞  ,   𝟎 < 𝒕 < ,𝑼(𝟎 حيث    ∞ 𝒕) = 𝟎, 𝑼(𝒙, 𝟎) = 𝑼𝟎  

 الحل: 

𝑼𝒕 = 𝑼𝒙𝒙  

𝑳[𝑼𝒕] = 𝑳[𝑼𝒙𝒙]   

𝑺𝑼(𝒙, 𝒔) − 𝑼(𝒙, 𝟎) =
𝝏𝟐𝒗

𝝏𝒙𝟐 (𝒙, 𝒔)  

(𝑫𝟐 − 𝒔)𝑼(𝒙, 𝒔) = −𝑼(𝒙, 𝟎)  

(𝑫𝟐 − 𝒔)𝑼(𝒙, 𝒔) = −𝑼𝟎   

𝒎𝟐 − 𝒔 = 𝟎 ⇒ 𝒎 = ±√𝒔  

  𝑼𝟏 الحل العام

𝑼𝟏(𝒙, 𝒔) = 𝑪𝟏𝒆√𝒔𝒙 + 𝑪𝟐𝒆−√𝒔𝒙  

 ثابتان  𝑪𝟏و 𝑪𝟐حيث  

   ∞يذهب إلى    xبما أن 

𝑪𝟏 = 𝟎  

∴ 𝑼𝟏(𝒙, 𝒔) = 𝑪𝟐𝒆−√𝒔𝒙   

The particular solution is: 

𝑼𝟐 =
−𝑼𝟎

𝑫𝟐−𝒔
=

𝑼𝟎

𝒔
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∴ 𝑼(𝒙, 𝒔) = 𝑪𝟐𝒆−√𝒔𝒙 +
𝑼𝟎

𝒔
… … … . (∗)  

Substituting the boundary condition in 𝑼(𝒙, 𝒔) to find 𝑪𝟐  

𝑳[𝑼(𝟎, 𝒕)] = 𝑼(𝟎, 𝒔)  

𝑼(𝟎, 𝒔) = 𝑪𝟐𝒆𝟎 +
𝑼𝟎

𝒔
  

𝟎 = 𝑪𝟐 +
𝟏

𝒔
𝑼𝟎 ⇒ 𝑪𝟐 =

−𝟏

𝒔
𝑼𝟎 … … … (∗∗)  

Substituting (**) in (8) we get:  

𝑼(𝒙, 𝒔) =
−𝟏

𝒔
𝑼𝟎𝒆−√𝒔𝒙 +

𝑼𝟎

𝒔
  

Taking inverse Laplace transformation, we get: 

𝑳−𝟏[𝑼(𝒙, 𝒔)] = −𝑼𝟎𝑳−𝟏 [
𝟏

𝒔
𝒆−√𝒔𝒙] + 𝑼𝟎𝑳−𝟏 [

𝟏

𝒔
]  

From table of Laplace transforms, we get: 

𝑼(𝒙, 𝒔) = −𝑼𝟎𝒆𝒓𝒇𝒄 (
𝒙

𝟐√𝒕
) + 𝑼𝟎    هذا هو الحل العام 

 : حل مسألة القيمة الأولية سواسطة تحويل لاس س: 3 – 6مسألة 

𝑼𝒕 = 𝑼𝒙𝒙    , −∞ < 𝒙 < ∞  ,   𝟎 < 𝒕 < ,𝑼(𝒙 حيث    ∞ 𝟎) = 𝑺𝒊𝒏𝒙   

 الحل: 

𝑼𝒕 = 𝑼𝒙𝒙  

 نأخذ لابلاس لجمتع حدود المعادلة:

𝑳[𝑼𝒕] = 𝑳[𝑼𝒙𝒙]   

𝑺𝑼(𝒙, 𝒔) − 𝑼(𝒙, 𝟎) = 𝒅𝒖  
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𝑺𝑼(𝒙, 𝒔) − 𝑺𝒊𝒏𝒙 = 𝒅𝒖  

(𝑫𝟐 − 𝒔)𝑼(𝒙, 𝒔) = −𝑼(𝒙, 𝟎)  

(𝑫𝟐 − 𝒔)𝑼(𝒙, 𝒔) = −𝑺𝒊𝒏𝒙  

We must find the general solution 𝑼𝟏    

𝒎𝟐 − 𝒔 = 𝟎 ⇒ 𝒎 = ±√𝒔  

𝑼𝟏(𝒙, 𝒔) = 𝑪𝟏𝒆√𝒔𝒙 + 𝑪𝟐𝒆−√𝒔𝒙  

When 𝒙 → ∞ ⇒ 𝑪𝟏 = 𝟎  

When 𝒙 → −∞ ⇒ 𝑪𝟐 = 𝟎  

∴ 𝑼𝟏(𝒙, 𝒔) = 𝟎   

The particular solution 𝑼𝟐 is: 

𝑼𝟐 =
−𝟏

𝑫𝟐−𝒔
𝑺𝒊𝒏𝒙 =

−𝟏

−𝟏−𝒔
𝑺𝒊𝒏𝒙 =

𝟏

𝒔+𝟏
𝑺𝒊𝒏𝒙 ,  𝑫𝟐 = 𝒂𝟐 = −𝟏  

The general solution for the given equation is:  

𝑼(𝒙, 𝒔) = 𝑼𝟏 + 𝑼𝟐  

𝑼(𝒙, 𝒔) =
𝟏

𝒔+𝟏
𝑺𝒊𝒏𝒙   

Taking inverse Laplace transformation, we get: 

𝑳−𝟏[𝑼(𝒙, 𝒔)] = 𝑳−𝟏 [
𝟏

𝒔+𝟏
𝑺𝒊𝒏𝒙]  

𝑼(𝒙, 𝒔) = 𝑺𝒊𝒏𝒙. 𝒆−𝒕  
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 سواسطة تحويل لاس س : حل مسألة القيمة الأولية  3 – 7مسألة 

𝑼𝒕 = 𝑼𝒙𝒙    , 𝟎 < 𝒙 < ∞  ,   𝟎 ≤ 𝒕 < ,𝑼(𝟎 حيث    ∞ 𝒕) = 𝟐 , 𝑼(𝒙, 𝟎) = 𝟎    

 الحل: 

𝑼𝒕 = 𝑼𝒙𝒙  

 نأخذ لابلاس لجمتع حدود المعادلة:

𝑳[𝑼𝒕] = 𝑳[𝑼𝒙𝒙]   

𝑺𝑼(𝒙, 𝒔) − 𝑼(𝒙, 𝟎) = 𝑫𝟐𝑼(𝒙, 𝒔)  

(𝑫𝟐 − 𝒔)𝑼(𝒙, 𝒔) = 𝟎  

𝒎𝟐 − 𝒔 = 𝟎 ⇒ 𝒎 = ±√𝒔  

∴ 𝑼(𝒙, 𝒔) = 𝑪𝟏𝒆√𝒔𝒙 + 𝑪𝟐𝒆−√𝒔𝒙  

Since 𝒙 → ∞ ⇒ 𝑪𝟏 = 𝟎  

∴ 𝑼(𝒙, 𝒔) = 𝑪𝟐𝒆−√𝒔𝒙 … … … . (∗)   

The boundary condition 𝑼(𝟎, 𝒕) = 𝟐 will be: 

𝑼(𝟎, 𝒔) = 𝑳[𝑼(𝟎, 𝒕)] = 𝑳[𝟐] =
𝟐

𝒔
  

Substituting in (*), we get: 

𝑼(𝟎, 𝒔) = 𝑪𝟐𝒆𝟎 ⇒
𝟐

𝒔
= 𝑪𝟐  

𝑼(𝒙, 𝒔) =
𝟐

𝒔
𝒆−√𝒔𝒙   

Taking inverse for both sides: 
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𝑼(𝒙, 𝒔) = 𝟐𝒆𝒓𝒇𝒄 (
𝒙

𝟐√𝒕
)  

 : استخدم تحويل لاس س لحل المعادلة: (3 – 8)مسألة 

𝑼𝒙 = 𝟐𝑼𝒕 + 𝑼    , 𝑼(𝒙, 𝟎) = 𝟔𝒆−𝟑𝒙 , 𝒙 < 𝟎  , 𝒕 > 𝟎  

 الحل: 

𝑼𝒙 = 𝟐𝑼𝒕 + 𝑼  

 نأخذ لابلاس لجمتع حدود المعادلة:

𝑳(𝑼𝒙) = 𝟐𝑳(𝑼𝒕) + 𝑳(𝑼) 
𝒅𝒙

𝒅𝒖
= 𝟐[𝒔𝒖 − 𝒖(𝒙, 𝟎)] + 𝒖 

𝒅𝒙

𝒅𝒖
= 𝟐𝒔𝒖 − 𝟐(𝟔𝒆−𝟑𝒙) + 𝒖 

𝒅𝒙

𝒅𝒖
= (𝟐𝒔 + 𝟏)𝒖 − 𝟏𝟐𝒆−𝟑𝒙 ⟹

𝒅𝒙

𝒅𝒖
− (𝟐𝒔 + 𝟏)𝒖 = −𝟏𝟐𝒆−𝟑𝒙 

𝑰𝒇 = 𝒆∫ −(𝟐𝒔+𝟏)𝒅𝒙  = 𝒆−(𝟐𝒔+𝟏)𝒙 

⟹ 𝒆−(𝟐𝒔+𝟏)𝒙
𝒅𝒙

𝒅𝒖
− 𝒆−(𝟐𝒔+𝟏)(𝟐𝒔 + 𝟏)𝒖 − 𝟏𝟐𝑒 = 𝑒(2𝑠+1)𝑥(−12𝑒−3𝑥) 

⟹ 𝑢𝑒−(2𝑠+1)𝑥 = −12∫ 𝑒−(2𝑠+1)𝑥𝑑𝑥 + 𝐶 

⟹ 𝑢𝑒−(2𝑠+1) = −
12

(2𝑠 + 1)
− (2𝑠 + 4) ∫ 𝑒−(2𝑠+4)𝑥 + 𝐶 

⟹ 𝑢𝑒−(2𝑠+1) =
6

𝑠 + 2
− 𝑒−(2𝑠+4)𝑥 + 𝐶] ∗ 𝑒(2𝑠+1)𝑥 

𝑢 =
6

𝑠 + 2
𝑒−3𝑥 + 𝐶𝑒(2𝑠+1)𝑥 
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,𝑢(𝑥    ح ب ش وط الدالة 𝑡)   يجب ان تكون(𝑥 > 0 , 𝑡 >  يجب ان يكون صف   c أن  (0

𝑈(𝑥, 𝑠) =
6

𝑠 + 2
𝑒−3𝑥 

𝑈(𝑥, 𝑡) = 6𝑒−2𝑡 . 𝑒−3𝑥 

𝑈(𝑥, 𝑡) = 6𝑒−(2𝑡+3𝑥) 

𝒖𝒕𝒕حل المعادلة التفاضلية     (: 3-9)مسألة  = 𝒖𝒙𝒙    0<x<1 𝒕 > 𝟎 

𝑢(𝑥, 0) = sin(𝑓𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0) = −sin(𝑓𝑥),  𝑢(0, 𝑡) = 0,  𝑢(1, 𝑡) = 0 

 الحل:  

 نأخذ لابلاس لجميع حدود المعادلة  

𝑈𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 

ℒ[𝑢𝑡𝑡] = ℒ[𝑢𝑥𝑥] 

𝑑2𝑉(𝑥, 𝑠)

𝑑𝑥2
= 𝑠2𝑈(𝑥, 𝑠) − 𝑠𝑢(𝑥, 0) − 𝑢𝑡(𝑥, 0) 

𝑑2𝑉(𝑥, 𝑠)

𝑑𝑥2
= 𝑠2𝑈(𝑥, 𝑠) − 𝑠sin(𝑓𝑥) + sin(𝑓𝑥) 

𝑑2𝑈

𝑑𝑥2
− 𝑠2𝑈 = (1 − 𝑠)sin(𝑓𝑥) 

 معادلة تفاضلية خطية عادية من الرتبة الثانية وحلها العام هو  

𝑉(𝑥, 𝑠) = 𝐶1(𝑠)𝑒𝑠𝑥 + 𝐶2(𝑠)𝑒−𝑠𝑥 +
(𝑠 − 1)sin(𝑓𝑥)

𝑠2 + 𝑓2
 

𝑉(𝑥, 𝑠) = ℒ[𝑢(𝑥, 𝑡)] 

𝑉(0, 𝑠) = ℒ[𝑢(0, 𝑡)] = ℒ[0] = 0 
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𝑉(1, 𝑠) = ℒ[𝑢(1, 𝑡)] = ℒ[0] = 0 

𝑉(0, 𝑠) = 𝐶1(𝑠) + 𝐶2(𝑠) = 0 (Equation ①) 

𝑉(1, 𝑠) = 𝐶1(𝑠)𝑒𝑠 + 𝐶2(𝑠)𝑒−𝑠 = 0 (Equation ②) 

 ( أنياً : 2( و)1بحل معادلتين )

𝐶1(𝑠) = 𝐶2(𝑠) = 0 

Thus, the solution simplifies to: 

𝑉(𝑥, 𝑠) =
(𝑠 − 1)sin(𝑓𝑥)

𝑠2 + 𝑓2
 

To find 𝑢(𝑥, 𝑡), we take the inverse Laplace transform: 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ℒ−1[𝑉(𝑥, 𝑠)] = sin(𝑓𝑥)ℒ−1 [
𝑠 − 1

𝑠2 + 𝑓2
] 

𝑢(𝑥, 𝑡) = sin(𝑓𝑥) (cos(𝑓𝑡) −
1

𝑓
sin(𝑓𝑡)) 

 

 

 

  

  



 

45 

 المصادر

 المصادر العربية 

الجزئتة    [1] التفاضلتة  المعادلا   الكبت م،  عواد  مها  الدكتورة  ت  مة:  اوس،  ،  (2005) ارلو، 
 منشورا   امعة عم  المختار البتضاء. 

المكتبة  1979ال ام ائم، خالد أحمد سعيد، يحيى عبد،    [2] التفاضلتة،  المعادلا   م، ط ق حل 
 الوطنتة ببغداد، الع اق. 

علم،    [3] سناء  وزراع،  الوهاب  عبد  وعباس،  مصطفى  ح ن  المعادلا   (2005)العويضم،   ،
 التفاضلتة، الجزء الأول، مكتبة ال شيد، بي و .  

ثام ،    [4] الل  عطا  بغداد، 1990العانم،  الجزئتة،  امعة  التفاضلتة  المعادلا   إلى  مقدمة   ،
 الع اق.

ديفيدل،    [5] الثالثة،  (1989)ياورد،  الطبعة  حمدون،  نزار  د.  ت  مة:  الحدودية،  القت   م ائل   ،
  امعة الموصل. 

الدين،    [6] التحليل العددي، مدي ية الكتب والمطبوعا  الجامعتة،  امعة (2011)عبد، نص    ،
 حلب. 

عثمان،    [7] سلتمان  دار (2012)أبو صبحا،  ش كة  والإدارية،  الاقتصادية  للعلوم  ال ياضتا    ،
 الأكاديميون للنش  والتوزيع. 

المعطم محمد،    [8] وعبد الل، عبد  الحميد  ونو ل، طاه  عبد  أبو ذهب  ال يد محمد  خضي ي، 
 ، مقدمة  م المعادلا  التفاضلتة العادية، دار ماست  للنش . (2020)

 . 2016د. نوري   حان المتاحم، المعادلا  التفاضلتة الجزئتة،  امعة القادستة،   [9]



 

46 

ال  [10] ، المعادلا  (2005)وهاب وزراع، سناء علم،  العويضم، ح ن مصطفى وعباس، عبد 
 التفاضلتة، الجزء الثانم، مكتبة ال شيد، بي و . 

 المصادر الأجنبية 

[11] Asker, K. (2013): An Introduction to Laplace Transform. Int. J. SCi. 
Res, 2(1), 2319 – 7064. 

[12] Doetsch, G. (2012): Introduction to the theory and Application of the 
Laplace Transformation, Springer Science & Business Media. 

[13] Duffy, D. G. (2016): Advanced Engineering Mathematics with 
MATLAB. Chapman and Hall/ CRC.  

[14] Schiff, H.L. (2013): The Laplace Transform: Theory and 
Applications, Springer and applications, Springer science & Business 
Media. 

[15] Spiegel, M,R. (1965): Laplace Transforms (p.249), New York: 
McGraw – Hill. 

  

 

 


