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 الاهداء

 الحمدلله الذي بنعمة تتم الصالحات
ي ونجاح السنوات إلى مولاي الأمام الحجة ) عجل الله فرجه(  أهدي ثمرة تعب 

 

ي حصدته بعد تعب سنواتوإلى نفسي 
ي أمنة بإن هذا هو الأنجاز العظيم البر

 البر

ي المطالبة بإن أصبح ذات شهادة وأجعل كل من والدي يفتخران 
 
 وبعد سهرًا ليالىي ف

ي الدراسية وأكمل جهد السنوات الدراسية 
ي حياتر

 
 بذلك ها أنا اليوم أكمل الشوط الأكت  ف

 بأفضل نجاح وأحسن حال 

 

ي شكرًا لتعبكم  ي المضيئة وسندي وعضدي بالحياة أمي وأت 
 وإلى شمعبر

 والوقوف معي بأشد أوقات الدراسة ومساندتكم الىي 

 ل الشهادة ، فضلكم علي كثتر لمنحي هذه النعمة العظيمة وهي نيشكرًا لكم 

ي أضعه بير  أيديكم تكريمًا لتعب سنواتكم 
ي من سنوات دراسبر  وهذا هو حصاد تعب 

ي اعماركم وحفظكم الىي ودعمكم 
 
 الىي اطال الله ف

 

ي وكانت تر  ي المضيئة ىإلى من كانت تفتخر ت 
 وصولىي إلى هذا المكان أنجاز عظيم إلى نجمبر

ي هذا الأختصاص 
 
ي أن أكمل ف

ي وشجعتب 
ي وقفت معي ودعمتب 

ي والبر
 بحياتر

ي العظيمة 
 أخبر
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 الشكر والتقدير

 هذا البحث، نحمد الله عز وجل الذيبعد رحلة بحث وجهد واجتهاد تكللنا بإنجاز 

ي إتمام هذا البحث العلمي  
 
 وفقنا ف

 ...
ً
ا  كثتر

ً
 والذي ألهمنا الصحة والعافية والعزيمة فالحمد لله حمدا

ي صل الله عليه  ي قوله: اله و واهتداء بهدي النب 
 
 وسلم ف

 من لا يشكر الناس لا يشكر الله( صدق رسول الله)

ي الا ان أتقدم 
ي كما لا يسعب 

 
ف  بجزيل الشكر والامتنان والعرفان لمشر

 أ.م.د.علاء نجم  عبدالله  

ي من وقته وتوجيهاته الكثتر كما 
ف عل هذه الدراسة والذي اعطات   المشر

 أتوجه بالشكر الجزيل الى عمادة

بية ورئاسة قسم الرياضيات عل تعاونهم معنا.   كلية التر

ي 
 الذاكرة بذكرهم بالشكر فجزاهم اللهواتوجه لكل من مد لىي يد العون، ممن لم تسعفب 

 اسال 
ً
ي ختر الجزاء وختاما

 عب 

 لوجهه،الله العلي القدير 
ً
 ان يكون هذا العمل خالصا

 
ً
 نافعا

ً
 وان يجعله علما
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 المقدمة : 

 التفاضلية : المعادلة 

ياء تستخمشتقات الدوال الغتر معروفة معادلة تتخص  هي  ي العديد من الحالات مثل الفتر 
 
دم ف

 والهندسة والاقتصاد والعلوم الطبيعة شكيل محام

 :الظل الزائدي  طريقة

ة احادية البعد يهي تقنية قوية لحساب حلول الموجات المنتقلة بشكل رمزي للموجة غتر الخط

 التطور عل وجه الخصوصومعادلات 

 : kdvمعادلة 

ي للموجات  غتر خطية هي معادلة تفاضلية جزئية
ي تعمل كنموذج رياض 

عل سطح المياة الضحلة والبر

ي  بالملاحظة شكل ر ، انه جدي امل وتعرض العديد من كقابلة للت PDFل  خاص باعتبارها المثال النموذج 

 قابلة للتكامل PDEالسلوكيات المتوقعة ل  

 

 : رغبر عادلة م

ي والا  
ط معادلة سبا هي الغتر خطية والانتشار . و  صليةتعرف عل أنها معادلة التوازن بير  التطور الزمب 

ي دنيانموذجية غتر 
 
ة ف  ميكيات الموائع خطية للموجات المنتشر

 

 لصتناول هذا البحث ثلاث أف

 الفصل الأول : المعادلات التفاضلية

ي : 
 لحل المعادلات التفاضلية الجزئية الظل الزائدي  طريقةالفصل الثات 

ي الظل الزائدي باستخدام طريقة  الفصل الثالث : 
 وبرغر  kdv حل معادلبر
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 الفصل الاول 

 المعادلات التفاضلية 
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 المعادلات التفاضلية الاعتيادية

  equation differential المعادلة التفاضلية [1] (1-1)

عنها التابعة  ثو بحالم Function( مستقل واحد أو أكتر والدالة تر  علاقة تربط بير  متحول )متغهي 

ي ي) لهذه المتحولات 
ض أنها وحيدة التعيير  فالبر

بالنسبة لهذه المتحولات ، لة داومشتقات هذه ال( تر

ي ي
ض أنها فالبر  . الدالة تحولات حقيقة وكذلكمتر

′𝑥𝑦  تفاضليةشكل المعادلة ال ضحنأخذ مثال يو  + 2𝑦 = 𝑥2 +   ′𝑦ها قومشت 𝑦ة تربط بير  الدالو  1

 . 𝑥والمتحول المستقل 

مفهوم المعادلات التفاضلية منذ طرح مفهوم التفاضل وبدأ يتعزز عل نحو أقوى مع بداية القرن  ظهر 

ة تطبيقاتها وارتباطها المبارر السادس عشر وتطورت موضوعات المعادلات التفاضلية بشعة لكتر 

حساب و  ةعدد من من فروع علم الرياضيات مثل الحساب التفاضلي والتكاملي والمعاملات التكامليب

ات ومسائل التقريب والحلول المثل يائية والميكانيكية التغتر وط الحدية وكثتر من البحوث الفتر   والشر

 والكيماوية

 ordinaryلة تفاضلية عادية ادتمثل مع لة التفاضليةعادلدالة متعلقة بمتغتر واحد فالمعندما تكون ا

differentiation equation. 

اتلة معادأما عندما تكون ال  Partial معادلة تفاضلية جزئية عىلة تدعادفالم متعلقة بعدد من المتغتر

differential 

ي المعادلات الج
 
عادية وكذلك جملة معادلات تفاضلية  ية فهنا  جملة معادلات تفاضليةت  وكما ف

 .جزئية

 لية ودرجتها : ضافلة التعادمرتبة الم -

أما ق تحوية المعادلة التفاضلية تة مشمرتبلة التفاضلية العادية تحددها اكت  المعاد order ةرتبم

  أكت  قوة لأعل المشتقات مرتبة تحددهاف degreeالدرجة 

ي حالة دالة وحيدة مجهولة 
 
ي تربط بير  المتغتر  فإن 𝑥ومتحول واحد  𝑦ف

 المعادلة التفاضلية العادية البر

𝑥  والدالة المجهولة المتعلقة بهذا المتحول𝑦 = 𝑦(𝑥)  ومشتقات هذه الدالة𝑦′, 𝑦′′, … , 𝑦𝑛 

,𝐹(𝑥يكون لها الشكل 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, … , 𝑦𝑛) = يمكن كتابة المعادلة التفاضلية السابقة  وعندما  0

𝑦𝑛كمعادلة محلولة بالنسبة لاعل المشتقات مرتبة فيصبح  = f(𝑥, 𝑦)  

𝑦′, 𝑦′′, … , 𝑦(𝑛−1) 
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 Linear differential equationsالمعادلة التفاضلية الخطية  [1]( 3-1)

′′𝑦( : المعادلة                                  2)مثال  + 𝑥2𝑦′ + 2𝑦2 = 𝑥3 

 معادلة تفاضلية من المرتبة الثانية والدرجة الاولى                              

 عندما يكون للمعادلة السابقة الشكل 

∑ 𝑔(𝑥) ∙ 𝑦(𝑛−1)

0

𝑖=0

              (𝑥) = 𝐹(𝑥)            

 او                             

𝑦(𝑛) = ∑ 𝑓𝑖(𝑥)𝑦𝑛−1(𝑥) + 𝑓(𝑥)

𝑛

𝑖=1

 

𝑦°(𝑥)حيث    = 𝑦(𝑥) 

 والمعادلة  𝑛فانها تدعى معادلة خطية من المرتبة 

𝑦𝑛 = ∑ 𝑓𝑖(𝑥)𝑦(𝑛−1)(𝑥)

𝑛

𝑖=1

      

من دون طرف  𝑛او يقال انها معادلة تفاضلية من المرتبة  𝑛تدعى معادلة خطية متجانسة من المرتبة 

ي اما المعادلة التفاضلية 
 ثات 

𝑦(𝑛)(𝑥) = ∑ 𝑎𝑖𝑦(𝑛−1)(𝑥) + 𝑓(𝑥)

𝑛

𝑖=1

 

 ة والمعادلة ذات امثال ثابت 𝑛فتدعى معادلة تفاضلية خطية من المرتبة 

𝑦𝑛(𝑥) = ∑ 𝑎𝑖𝑦(𝑛−1)

𝑛

𝑖=1

 

ذات امثال ثانية والمعاملات والثوابت  𝑛تدعى معادلة تفاضلية خطية متجانسة من المرتبة 

𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛  هي اعداد حقيقية 
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′′𝑦 : المعادلة ( 3مثل ) − 7𝑦′ + 10𝑦 = sin 𝑦 ن المرتبة الثانية ذات امثال معادلة تفاضلية م

 ة ثابت

 

 حل المعادلة التفاضلية  [1]( 4-1)

𝑦تكون الدالة  = 𝑔(𝑥)  للمعادلة التفاضلية 
ً
 المتتاليةالعادية اذا كانت المشتقات حلا

 𝑦′ = 𝑔′, 𝑦′′ = 𝑔′′(𝑥), 𝑦𝑛 = 𝑔𝑛  ي المعادلة التفاضلية يحول المعادلة الة
 
موجودة , وتبديلها ف

ي بعض الاحيان قد يعطي الحل بشكل دالة ضمنية 
 
,𝐹(𝑥مطابقة . وف 𝑦) =  او بالشكل الوسيطي  0

 𝑥 = 𝑥(𝑡) , 𝑦 = 𝑦(𝑡)  

وعملية ايجاد الحل لمعادلة تفاضلية تسم معاملة هذه المعادلة وهي مسألة معاكسة للحساب 

 او  𝑛يجب ان يحوي  𝑛للمعادلة التفاضلية من المرتبة  generl solutionالتفاضلي ولحل العام 
ً
ثابتا

ي 
 وقد يكون هذا الحل من الديكارتر

ً
 اختياريا

    𝑦 = 𝑔(𝑥, 𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛) 

  𝑦𝑥 = 𝑥(𝑡, 𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛) 

   𝑦 = (𝑡, 𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛) 

   𝐹 = (𝑥, 𝑦, 𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛) = 0 

 

 اضافية معطاة هي من المسائل 
ً
وطا ومسألة ايجاد حل للمعادلةالتفاضلية يحقق هو مشتقاته رر

وط الابتدائية  ي تندرج تحت اسم مسألة الشر
  initia conditions المهمه البر

ي 
وط تعطي بالشكل  وعادة Cauchyاو مسألة كوشر  هذه الشر

       𝑥° = 𝑦° , 𝑦′(𝑥) = 𝑦°
′ , 𝑦°

(𝑛−1)
= 𝑦°

(𝑛−1)
 

 

ي ايجاد منحن تكاملي 
 فأن هذا يعب 

ً
𝑦وهندسيا = 𝑦(𝑥)  يمر من النقطةM(𝑥°, 𝑦°)  وط ويحقق الشر

ي تشكل الحل العام . والذي 
ي ربما ترتبيط بخواص هندسية للحصول عل احد منحنيات الارة البر

البر

 . Special solution))يدعى بالحل الخاص 

 

 

 الشكل الوسيطي او 
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 ذات الشكل :  𝑛العام للمعادلة التفاضلية الخطية بأمثال حقيقية ثابتة من المرتبة ولأيجاد الحل 

   𝑦(𝑛) = ∑ 𝑐𝑖𝑦(𝑛−𝑖)(𝑥) + 𝐹(𝑥)

𝑛

𝑖=1

 

ي لها الشكل 
ة لها والبر  يتم البحث عن جذور المعادلة الممتر 

   𝜆(𝑛) = ∑ 𝑐𝑖𝜆(𝑛−1)

𝑛

𝑖=1

  

ي يتم الحصول عليها بتبديل 
 وللجذور الحالات الاتية :  𝜆(𝑛) بالحد  𝑦(𝑛)والبر

a الجذور جميعها حقيقية ولتكن )𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛  والحل العام للمعادلة المتجانسة هو 

       𝑦 = ∑ 𝑐𝑖  𝑒𝜆𝑖𝑥

𝑛

𝑖=1

 

𝑦𝑖حيث  = 𝑐𝑖𝑒𝑖𝑥   (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛)  , حلول خاصة𝑐𝑖(1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛)  . ثوابت كيفية 

 

ة للمعادلة التفاضلية المتجانسة 4مثال ′𝑦−/ المعادلة الممتر  − 2𝑦 = 0𝑦′′  هي𝜆2 − λ − 2 = 0 

𝜆1جذراها  = −1 , 𝜆2 = 𝑦وحلها العام  2 = 𝑐1 𝑒−𝑥 + 𝑐2 𝑒2𝑥  

 

b )( ي المثال
 
افقة 4بعض الجذور حقيقية والحل المرافق لها كما سبق ف ( واخرى عقدية متر

𝜆𝑚 = 𝑎𝑚 ± 𝑖𝛽𝑚 افير  هو
 والحل الموافق لجذرين متر

𝑎𝑚𝑥(𝑐𝑚cos𝛽𝑚𝑥 + 𝑐
𝑚𝑠𝑖𝑛
′ 𝛽𝑚𝑥)  

ثابتان كيفيان حقيقيان والحل الخاص للمعادلة هو كل حل يحقق هذا وان الحل العام للمعادلة 

الخطية الغتر متجانسة هو مجموع حلير  الاول حل عام لمتجانسها والاخر هو حل خاص لغتر 

 متجانسة 

 

 

 

 



7 
 

 بعض انواع المعادلات التفاضلية العادية من المرتبة الاولى  [1]( 5-1)

a)  ان ابسط انواع المعادلات التفاضلية العادية هي ذات الشكل𝑦 =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 وحلها 

        𝑦 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

b)  ان المعادلة𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0         

𝑗(𝑥)𝑑𝑥تسم ذات متحولات قابلة للفصل اذا اوج ردها للشكل  + 𝑔(𝑦)𝑑𝑦 = وحلها  0

∫يعطي بالعلاقة  𝑗(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ 𝑔(𝑦)𝑑𝑦 = 𝑐  حيث𝑐  . ي
 ثابت كيف 

 

c)  المعادلة𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0  

,𝑀(𝑥تسم متجانسة اذا كان تابعاها  𝑦), 𝑁(𝑥, 𝑦)  متجانسير  وم رتبة التجانس نفسها اي ان

,𝑀(𝑡𝑥اذا كان  𝑡𝑦) = 𝑡𝑚𝑀(𝑥, 𝑦) , 𝑁(𝑡𝑥, 𝑡𝑦) = 𝑡𝑛𝑁(𝑥, 𝑦)  

او بشكل اخر اذا امكن كتابتها بالشكل        
dy

dx
= 𝐹 (

𝑦

𝑥
)  

𝑦رى التبديل ولحلها يج = 𝑧𝑥  ومنه𝑑𝑦 = 𝑧 𝑑𝑥 + 𝑥 𝑑𝑧  د بعد التبديل الى معادلة لتر

 تفاضلية قابلة للفصل . 

 

d) 𝑦′ =
dy

dx
= 𝐹 (

𝑎𝑥+𝑏𝑦+𝑐

𝑎1𝑥+𝑏1𝑦+𝑐1
) 

,𝑎) حيث 𝑏, 𝑐, 𝑎1, 𝑏1, 𝑐1)  . ثوابت ترد لمعادلة متجانسة 

 

e)  المعادلة التفاضلية𝑦′ + 𝑝(𝑥)𝑦 = 𝑞(𝑥)  تدعى معادلة خطية من المرتبة الاولى وحلها

 بالشكل 

𝑦 = 𝑒− ∫ 𝑝(𝑥)𝑑𝑥 [𝑐 + ∫ 𝑞(𝑥)𝑒 ∫ 𝑝(𝑥)𝑑𝑥] 
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f)  المعادلة التفاضلية𝑦′ + 𝑝(𝑥)𝑦 = 𝑞(𝑥)𝑦′′  تدعى معادلة برنولىيBernoulli   وهي ترد

𝑧لمعادلة تفاضلية خطية بالتبديل  = 𝑦1−𝑛, 𝑑𝑧 = (1 − 𝑛)𝑦−𝑛  وتحل عندها معادلة

 خطية. 

 

g)  المعادلة𝑦′ = 𝑝(𝑥)𝑦2 + 𝑞(𝑥)𝑦 + 𝑟(𝑥)  

ي تدعى معادلة ريك
𝑦ومعرفة حل خاص لها  Riccatiاتر = 𝑦1  يسهل حلها بأجراء التبديل 

           = 𝑦1 + 𝑧−1 ⇒ 𝑦′ = 𝑦1
′ + 𝑧−2𝑧1 

 الذي يردها معادلة خطية .            

h)  المعادلة𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 =  تكون معادلة تامه اذا حققت العلاقة  0

          
𝜕𝑀(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
=

𝜕 𝑁(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
 

ي 
 وحلها بالشكل الاتر

             ∫ 𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
𝑥

𝑥°
+ ∫ 𝑁(𝑥°, 𝑦)𝑑𝑥

𝑦

𝑦°
= 0 

         ∫ 𝑀(𝑥, 𝑦°)𝑑𝑥

𝑥

𝑥°

+ ∫ 𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

𝑦

𝑦°

= 0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 او
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 مقدمة الى المعادلات التفاضلية الجزئية :  [2]( 1-2-1)

 :الغرض من الدرس  [2]( 2-2-1)

بالمحاولات التفاضلية الجزئية، وكيفية حلولها وعرض موجز عن تصنيفها، ونظرة تبيان المقصود 

ي حقل  عامة من عده
 
يائية سواء كانت ف  إن معظم الظواهر الفتر 

ً
ي تدرس بالتفصيل لاحقا

من الأفكار البر

رة عامة ريان الموائع الكهربائية الميكانيك ، البصريات أو ريان الحرارة يمكن أن توصف بصو 

ياء الرياضية هي معادلات تفاضلية )دلات تفاضلية جزئية بمعا ي الحقيقة أن معظم الفتر 
 
م . ن . ج( وف

جزئية ، وعل الرغم من أن الشيطات تحول المعادلات قيد الدرس إلى معادلات تفاضلية اعتيادية الا 

 .ةالعام للمعادلات التفاضلية الجزئي أن الوصف الكامل لهذه المنظومات يقع من المجال

 

 ما المعادلات التفاضلية الجزئية ؟ [2]( 3-2-1)

 للمعائيقات جز ت معادلة تحتوي عل مشهي المعادلة التفاضلية الجزئية 
ً
لات التفاضلية د ة. وخلافا

ي المعادلات  تر د الدالة المجهولة عل متغتمالاعتيادية )م.ت. إ ( حيث تع
 
واحد فقط فإن الدالة ف

,𝑢(𝑥  ات ) مثل درجة الحرارة (تغتر د و من المعدد عل عتمالتفاضلية الجزئية ت 𝑡)  حيث تعتمد عل

ستخدم ن لسهولةلو  الآن بعض المعادلات التفاضلية الجزئية المعروفة درجنل  𝑡والزمن  𝑥الموضع 

 الرموز : 

𝑢1 =
𝜕𝑢

𝜕𝑡
 , 𝑢𝑥 =

𝜕𝑢

𝜕𝜆
 , 𝑢𝑥𝑥 =

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
 , … 

 

 

 ولماذا ؟يدة التفاضلية مفالمعادلات  [2]( 4-2-1)

ياء  إن معظم ي الفتر 
 
يد ومعاملات ناتوانير  نيو معادلات ماكسويل وقل مثالقوانير  الطبيعية ف -تر فن التت 

ي المين للتو نيلتوكس ومعادلات 
 
ود تكر ف كلها مكتوبة )أو يمكن كتابتها ( ك الكمي  كانيحركة ومعادلة رر

ياوية بايبدلالة المعادلات التفاضلية الجزئية ، وبعبارة أخرى فإن  جاد هذه القوانير  نصف الظواهر الفتر 

ي هذلزمن لة نسبالجزئية بال تقاتالعلاقات بير  الفضاء والمش
 
ه ، فالمشتقات الجزئية تظهر ف

حتكا  والقبض والتيار ( ، الشعة والتعجيل والقوة والا ) شياء طبيعة مثل لات لكونها تمثل اد المعا

 ت جزئية لكميات مجهوله مراد معرفتهامشتقا تربط بير   حصل عل معادلات نوعليه 

 نير  : ثالكتاب تعليم القارئ الشيئير  الا الغرض من هذا 
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يائية  -1 ي  اء النموذج)بن كيفية صياغة المعادلة التفاضلية من المسألة الفتر 
 (الرياض 

وط الا  بحيث تتحقق بعض)كيفية حل المعادلة التفاضلية  -2 وط الحدودية (الشر  بتدائية وبعض الشر

يائي ي نظرة عامة عل كيفية حل نفة بعد قليل من الدراسة أما الآن وهذا ولنبدأ لنمذجية المسألة الفتر 
لفر

 .الجزئية المعادلة التفاضلية

 

 حل المعادلة التفاضلية الجزئية ؟تكيف  [2]( 5-2-1)

 وطيفة عق  هذا السؤال جيد ، هنا  طر 
ً
ة جدا ي مكثتر

 و أعظمها أهمية تلك الطرق البر
ً
تباعها  باليا

 العشر الاتية :  تتحول المعادلات التفاضلية الجزئية إلى معادلات تفاضلية اعتيادية ، ومنها الطرق

 

ات -1   فصل المتغتر

ات المستقلة إلى  𝑛لية الجزئية ذات ضا تفلة الدالطريقة يتم تحويل المعا هذهب من  𝑛من المتغتر

 دلات التفاضلية الاعتياديةاالمع

 

 التحويلات التكاملية  -2

ة ادلات المستقلة إلى معتغتر من الم𝑛  م تحويل المعادلة التفاضلية الجزئية وذاتبهذه الطريقة يت

𝑛)تفاضلية جزئية ذات  −  تقلة ومن ثم بهذه الطريقة يمكن تحويل المعادلةسات المتغتر من الم(1

ي  لية اعتياديةفاضإلى معادلة ت نالتفاضلية الجزئية ذات المتغتر

 

اتتغتبديل الم -3   تر

 ةة تفاضلية اعتيادية أو إلى معادللداعلة التفاضلية الجزئية إلى مداعالطريقة يتم تحويل الم هذهب

ات المسالة بئية ) أسهل ( وذلك اضلية جز فت  ة ذلك(. بكالتدوير أو ما شا)تبديل متغتر

 

 تحويل المتغتر التابع  -4

ي المسألة إلى مجمول أخر الطريقة يتم تحويل ال بهذه
 
 بطريقة أسهل ابةساحت مكنيمجهول ف
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 الطرق العددية  -5

ي يمكن حلها تحول المعادلة المعاضلية الجزئية إلى مجموعة من ال
ليات مبعمعادلات الفرقية البر

ي عدد من الحالات يكون سبحسابية متكررة بواسطة الحا
 
ونية وف هذا هو الحل الوحيد ة الالكتر

ائقمعادلاتها متعددات حدودية ) الت ريب الحلول يسطوحقطرائق لت  اهنوإضافة لذلك   (حي ريب الشر

 

جا ئقطرا -6-   فالتر

ي تطخطية إلى متتابعة من المسائل الختحول المسألة غتر ال
 رب للمسألة الأولى . قية والبر

 

 ة الحافز والاستجابة قيطر  -7

وط الابتدي وط الجزأ الشر جابات هذه ستم توجد اثحدودية للمسألة إلى حوافز بسيطة ائية والشر

 ابات البسيطة لحساب الاستجابة الكلية . ستججمع هذه الا تالحوافز و 

 

 المعادلات التكاملية  -8

( امل كل التيكون المجهول فيها داخ ةلداعم)تحول المعادلة التفاضلية الجزئية الى معادلة تكاملية 

 املية بطرق مختلفة. كالمعادلة الت عدئذ تحلبو 

 

ات :  -9  طرائق حساب التغتر

أن  ئذ يتبعغتها كمسأله نهايات صغرى. وعندصيا أعادةلات التفاضلية الجزئية بد اعيوجد حل للم

 يمثل المق انيحتمل  )النهاية الصغرى لمقدارها . 
ً
دلة لأ للمعاحدار الطاقة الكلية ( تكون أيضا

 يةضلاتفال

 

 الدوال الذاتية : طريقة  -10

من عدو لهذه الطريقة يتم غتر منته مجموع ل المعادلة التفاضلية الجزئية كحاد يجابهذه الطريقة يتم 

 لمسألة الأصلية . لالمناظرة  بمسائل القيم الذاتية ما يسمالدوال الذاتية توجد بحل 
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  حلول بعض المعادلات التفاضلية البسيطة [2] (6-2-1)

ي 
عونا لدرس دالجزئية لمعادلات التفاضلية ل خص طبيعة الحلولتلكي تتوصل إلى بعض الأفكار البر

ي : 
 -الآتر

 

 -سالة للمناقشة : م -

 للمعادلة التفاضلية الجزئية : سا
ً
 تخرج حلولا

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 6𝑥 + 12𝑦2                                                        … (1 

 

ي ) 𝑢د المتغتر التابع متيع
 
,𝑥 لير  ستقين المغتر ( عل المت1ف 𝑦  لايجاد الحلول نحاول ان نحدد𝑈  بدلالة

𝑥, 𝑦  اي𝑈(𝑥, 𝑦) ةغ( بالصي1كتبنا )ا  إذ 

𝜕′

𝜕𝑥
(

𝜕𝑢

𝜕𝑦
) = 6𝑥 + 12𝑦2                                                 … (2 

 لبتثا 𝑦 ب مع الاحتفاظ  𝑥ة إلى نسبامل بالنكستطيع أن نفإننا 
ً
 جد أن : نا

𝜕𝑈

𝜕𝑦
= 3𝑥2 + 12𝑥𝑦2 + 𝐹(𝑦)                                        … (3 

 

ي الواقع دالة لذلك  و 𝑦ختياري الذي يمكن أن يعمتد عل كامل الا تالبت ( نا )ثافحيث أض
 
فهو ف

 لنجد ان : 𝑥 ب حتفاظ مع الا  𝑦إلى بالنسبة ( 3كامل الآن )ن، و 𝐹(𝑦) ب يرمز لها   𝑦 ل اختيارية 
ً
 ثابتا

𝑈 = 3𝑥2𝑦 + 4𝑥𝑦3 + ∫ 𝐹(𝑥) 𝑑𝑦 + 𝐺(𝑥)               … (4 

 

ي هذه المرة اضفنا دالة اختيارية 
 
ة عن دالة  𝑦 ل بما ان تكامل دالة اختيارية  𝐺(𝑥) ب معطاه  𝑥 ل ف هو عت 

 : ب  (𝑢)فأننا نستطيع ان نكتب  𝑦 ل اختيارية اخرى 

𝑢 = 3𝑥2𝑦 + 4𝑥𝑦3 + 𝐻(𝑦) + 𝐺(𝑥)                          … (5 
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  KDVمعادلة 

  Korteweg – Devries equation 

 

 :مقدمة [3]( 1-3-1)   

ي الرياضيات معادلة )
 
ي معادلة تفاضلية جزئية ) kdvف

 
ي تعمل كنPDE( ف

ي الموجات م( والبر
وذج رياض 

ي المثال النموذ بالملاحظة بشكل خاص يا عتبارة ر انة جدي.عل السطح المياة الفحلة     ج 

قابل للتكامل مثل عدد كبتر من  PDEمن السلوكيات المتوقعة ل   امل ويعرض العديدكقابل للت PDE  ل 

ون ، وعدد لا حصر له من الكميات المحفوظة عل تالحلول الصريحة عل وجه الخصوص حلول سولي

ي عادة ما ي
 بطريقة kdvمستعصية عل الحل . يمكن حل مشكلة  PDEجعل الرغم من اللأخطية البر

 . العكسي  تتالتش

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑏

𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
= 0 

 

 KDVتاري    خ ظهور معادلة  [3]( 2-3-1)

ي عام  بمن خلال التجار 
 
ي أجراها سكون راسل ف

تليها التحقيقات  kdvبدأ تاري    خ معادلة  1834البر

ي اجراها اللورد وايلي وجوزيف
ي  بوسنيك النظرية البر

 
وأختر أ  1870حوالىي عام  Kortewey Devriesف

 1895عام 

ي عام كثتر   Zabuskyو  Kruskaleة لم يتم دراسة معادل
 
 ف
ً
 أن  kdv أكتشف معادلةحيث  1965ا

ً
عدديا

ة موجات احلولها بدت وكأن ي اوقات كبتر
 
. نفرادية منها تتحلل ف

ً
 فصلة جيدا

ي الشكل بالمرور عت  الحلول إلى مجموعة من ذلك يبدو أعلاوة عل 
 
 ف
ً
ن السوليتونات لا تتاثر تقريبا

ي تغتر موضعها ( كما قاموا )البعض  بعضها
 
 fermi, pasta, ulamعل الرغم من أن هذا قد يتب ف

اظهار ان  من خلال Kdvلنظام ة بواسطة كانت الحد المتصل قية السابدبالاتصال بالتجارب العد

ي تشتالتحليلي عن طريق تحويل ال تم تطوير الحل Fput,Tsingouالمعادلة 
 
 ,Gardnerت العكسي ف

Green, Kruskal, Miura  بنظر الان الى معادلة  1967عامkdv  بواسطة مبدأ 
ً
 وثيقا

ً
مرتبطة ارتباطا

Huygens  
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 معادلة برغر 

Burgers Equation 

 مقدمة:  [3]( 1-4-1)

ي معادلة التوازن بير  التطور الز  تعرف عل انها 
لة عادط مابستر خطية والانتشار، وهي غلية ال والأصمب 

ي دينموذجية غتر 
 
ة ف  كيات الموائعيمنا خطية للموجات المنتشر

 

 كيف يتم الحصول عليها :  [3]( 2-4-1)

وهي أبسط نموذج  وجة غتر الخطية مع الانتشار الخطي الميتم الحصول عليها نتيجة لدمج حركة 

ي قمع توقف عن الانكما لتحليل التأثتر المشتر  للسموحة
 
ش وانتشارها ، ويساعد وجود مصطلح لزج ف

ي المخزنة وبالتالىي 
 
ي الحد الأدت  ف

 
ي حد كبتر ف

 
بح صي، حيث تتوقع الحصول عل حل جيد وسلس ف

 مصطلح الانتشار 
ً
ا ي غتر موحد إلى موجه الصدلول حلل صغتر

ر
ة تؤدي إلى ناسبة الممالناعمة اللزجة تتلاف

 غتر الخطية ميكيةلتحليل المحافظة العمليات الدنياآلية بديلة 

 

 مبر طورت   [3]( 3-4-1)

وهذه المعادلة لأول مرة لإلقاء الضوء عل الأضطراب الموصوف  1948رغر عام بطورها العالم 

 كسير  للحمل الحراري والانتشار. بالتفاعل بير  تأثرين متعا 

 

ي تم الحصول عليها من طريقة  برغرشكل معادلة 
 انهتوالبر

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝑎

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 0 
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ي 
 الفصل الثات 

 لحل المعادلة الظل الزائدي طريقة  

 التفاضلية الجزئية
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The Tank method: A Tool to solve Nonlinear Partial 

Differential Equations with symbolic software 

 

 خطية: أداة لحل المعادلات التفاضلية الجزئية غتر الالظل الزائديطريقة [3] ( 1-1-2)

مجيات  الرمزية باستخدام الت 

 

  مقدمة :  [3]( 2-1-2)

ي العديد من مجالات العلوم الطبيعية مثل دينغتر ر الموجات هواظر هتظ
 
اميكا  الخطية بشكل متكرر ف

ي تو الموائع والكيمياء 
ي  تضمنالحركية الكيمائية البر

ت الديناميكيا)التفاعلات، وعلم الاحياء الرياض 

ياء الحالة الصل  الخ... ية بكات الشاز تر  هالاو ة بالسكانية، وفتر 

 
ً
ايد بايجاد حلول دقيقة لتلك المشكلات تتوفر الآن مجموعة كاملة من طرق  ونظرا للأهتمام المتر 

 الحلول التحليلية. 

ي تم تطويرها منذ عدةظل الزائدي ل اقة يومن تلك الطرق طر 
اتضح أن هذه الطريقة  سنوات .  البر

 للمبمناس
ً
اتة تماما ي تلعب فيها تاثتر

 ور انتشار التفاعل والحمل الحراري دت وظواهر شتالت شاكل البر
ً
ا

 . بال
ً
ية والجزئية غتر الخطية دسعة من المعادلات التفاضلية العالمجموعة وابة نسمهما

(PDES,ODES يمكن لأي أحد ان يعتر عل حلول دقيقة بالإضافة إلى حلو ) ة ل تقريبية بطريقة مبارر

المعصية  جاتو التقنية تقتصر عل البحث من الم ةذوللإكتمال . يجب ان تذكر أن هة ومنهجي

، وحلول (نوع العقدة  ) مع موجات الصدمة أحادية البعد نحن تتعامل بشكل اساشي المتنقلة . هكذا 

ي اطار مرجعي متحر  بناء عل طريقة ية ) نوع التبيضدافر ة الانوجالم
 
وتعميماتها تم تطوير  Tanh( ف

امج الرمزية لاي  جاد ححلول دقيقة للموجات . العديد من الت 

ة لحساب حلول معينة الظل اللقطع الزائدي توفر طريقة  من نوع العق والنبض لفئة  خوارزمية مبارر

ة ن المعادلات  ي حقيقة ان المرء يتحايل عل  PDEكبتر
 
غتر الخطية ويخص نجاح هذه الطريقة ف

 التكامل للحصول عل حلول ذات شكل مغلق عل حساب الجت  . 
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 الهدف من الطريقة  [3]( 3-1-2)

ي توفرها هذ
لة مثة الطريقة بالإضافة إلى بعض الا هدفنا هو تقديم نظرة عامة عل الإمكانيات البر

 المختارة. 

نا تتعامل بشكل ات. الثانية وبالتالىي فإنوجلتقنية تقتصر عل البحث عن الميجب أن تذكر أن هذة ا

او )بعد واحد بوة عل ذلك فإننا سعيدون يطيعا الانفرادي . علا ة او النوع مدصاساشي مع حلول ال

الانتشار ( . ومع ذلك فقد تم بالفعل حل العديد من المعادلات بهذه الطريقة وبسبب بعض جاه تا

ي ازدياد لهذه الطريقة لا يزال  التعميمات
 
 هذا العدد ف

 

 ت : بصورة عامة يمكن ان تكتب خوارزمية الحل بالخطوا [3]( 4-1-2)

 ةيغتر خط ODEإلى معادلة  PDFلة عادتحويل الم .1

 نحدد درجة متعددة الحدود .2

ي حل النظام ODEنحول معادل  .3
 
 إلى نظام خلي ثم ف

ية غتر الخطية .4  نشق نظام المعادلات الجت 

𝑎𝑛 , 𝑛 = 0,1, … , 𝑁 

 وهذه الخطوة تعتت  الخطوة الاصعب 

 نطبق الان الفروض الاتية : 

a.   ي الحساب موجية بمعب
 
ي تظهر ف

𝑎𝑖جمع المعلمات البر > ي حالة أحدى المعلمات   0
 
وف

 له مرة أخرى 𝑁كانت صفرية نعيد حساب 

b.  معاملات الحدود ذات القوى ) الأس( العالية تكون غتر صفرية 

c. الرقم الموجب يجب ان يكون موجب 

d. ي المعادلة التفاضلية الاملا تعويض الحلول للمعادلات والمع
 
 جزئية الأصليةت ف

ح مفصل عن طريقة  بعد  أخذ الآن مثال وتقوم بحله سنانه وكيفية خوارزمية حلها، تأن قدمنا رر

 هناتطريقة  باستخدام

ي نريد العمل عليهاغلات الد اعشكل المبكتب ت
 بهذه الطريقة  تر خطية البر

                                         𝑢𝑡 = 𝐺(𝑢, 𝑢𝑥 , 𝑢𝑥𝑥, … ) 

                               Or  

𝑢𝑡𝑡 = 𝐺(𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑥𝑥, … )          … (1 
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ية فمعادلات تقبل الحلول الدقيقة وكيإذا كانت هذه العرف ن نريد ان هي اية من هذه الطريقة غال -

 حسابها

ي دمج 
 
ات المستقلة الآن أو الخطوة الأولى ف ,𝑡المتغتر 𝑥  ي متغتر

 
εديد جف = 𝑘(𝑥 − 𝑣𝑡)  كل من𝑘  و

𝑣 معلمات غتر محددة 

𝑘ن أرض هنا بفسوف ن > ,𝑢(𝑥عل ذلك سوف يتم استبدال المتغتر التابع  اءً بون 0 𝑡) ⇒ 𝑢(𝜀)  

 لتصبح بهذا الشكل                                                                                       مشتقة اولى

−𝑘𝑣
𝑑𝑢

𝑑𝜀
= 𝐺 (𝑢, 𝑘

𝑑𝑢

𝑑𝜀
, 𝑘2

𝑑2𝑢

𝑑𝜀2
, … )                      … (2 

 نشتقها مشتقة ثانية 

𝑘2𝑣2
𝑑2𝑢

𝑑𝜉
= 𝐺 (𝑢, 𝑘

𝑑𝑢

𝑑𝜉
, 𝑘2

𝑑2𝑢

𝑑𝜉2
, … )                   … (3 

 

ي مايلي ستتعامل
 
 من ODES وبالتالىي ، ف

ً
ك تلقيقة لدهدفنا الرئيسي هو ايجاد حلول   PDES بدلا

 ه ، نلات التفاضلية  بطريقة تاد اعالم
ً
 حلول تقريبية جاد یا كنمیف واذا كان ذلك مستحيلا

𝑦لدنيا هذا المتغتر المستقل  ⇐ 

ي       
 
 ODEمعادلة  ف

𝑦 = tanh 𝜉 

⇒ 𝑣(𝜉) = 𝐹(𝑦) 

 (3)ومعادلة رقم  (2)معادلة رقم  من    

(1 − 𝑦2)
𝑑

𝑑𝑦
 

ي  هنا      
 
 𝑦يتم استخدام متسلسلة القوى ف

𝐹(𝑦) = ∑ 𝑎𝑛𝑦𝑛

𝑁

𝑛=0

            … (4) 
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 الفصل الثالث

ي 
 وبرغر KDVحل معادلبر

 الزائدي طريقة الظلبأستخدام  
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ي  [3]( 1-1-3)
 الزائدي طريقة الظلبأستخدام  وبرغر KDVحل معادلبر

ي توفرها فأننا الان سوف ندرس بالتفصيل بعض الامثلة  الظل الزائدي ضيح طريقةو لت
والامكانيات البر

 المعروفة وهي 

 : (kdv )معادلة   [3]( 2-1-3)

ي الفصل الاول عل ا تعرفن
 
 غتر الخطية  PDEوذكرنا انها من اشهر المعادلات (   kdv ) معادلةف

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑏

𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
= 0                … (5 

 𝑏هو معلمة 

−𝑘𝑉
𝑑𝑢

𝑑𝜉
+ 𝑘𝑢

𝑑𝑢

𝑑𝜉
+ 𝑏𝑘3

𝑑3𝑢

𝑑𝜉3
      … (6) 

𝑦* سنقوم بالاستبدال وذلك بوضع  = tanh(𝜉)  

−𝑘𝑉(1 − 𝑦2)
𝑑𝐹(𝑦)

𝑑𝑦
+ 𝑘𝐹(𝑦)(1 − 𝑦2)

𝑑𝐹(𝑦)

𝑑𝑦

+ 𝑏𝑘3(1 − 𝑦2)
𝑑

𝑑𝑦
{(1 − 𝑦2)

𝑑𝐹(𝑦)

𝑑𝑦
} = 0           … (7) 

𝐿𝑒𝑡 𝐹 = 𝑎0 + 𝑎1𝑦 + 𝑎2𝑦2 

𝑑𝐹

𝑑𝑦
= 𝑎1 + 2𝑎2𝑦 

ي و  𝑌2𝑛+1   عل شكل  𝑦ظهر سي
ي الجزء الثات 

 
ي  𝑔𝑛+3ف

 
زنة ( اذا سوف تؤدي موا7المعادلة رقم )ف

2𝑁هذه المعادلتير  الى                                      + 1 = 𝑁 + 3  

𝑜𝑟    𝑁 = 2 

𝑁( عند 4وبالتالىي يمكن ايجاد حل ممكن بأستخدام المعادلة رقم ) = ي  2
 
استبدال كثتر الحدود هذا ف

 ( ليؤدي الى 7معادلة رقم )

−𝐾𝑉(1 − 𝑦2)(𝑎1 + 2𝑎2𝑦) + 𝐾(𝑎0 + 𝑎1𝑦 + 𝑎2𝑦2)(1 − 𝑦2)2𝑎2

+ 𝑏𝐾3(1 − 𝑦2)𝑎1 + 2𝑎2𝑦(1 − 𝑦2) + 𝑎1 + 2𝑎2𝑦(1 − 𝑦2)𝑎1

+ 2𝑎2𝑦 = 0 

ب والاشتقاق وحل المعادلة بالنظام الجت  الخطي نحصل عل الحلول النهائية   وبالتالىي بعد الصر 
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𝐹(𝑦) = 𝑎° − 12𝑏𝑘2𝑦2 

𝑉 = 𝑎° − 8𝑏𝑘2        

 في المعادلتين اعلاه نحصل على  °𝑎بعد تعويض قيمة       

𝐹(𝑦) = 12𝑏𝑘2(1 − 𝑦2) 

𝑉 = 4𝑏𝑘2            

𝑢(𝑥, 𝑡) = 12𝑏𝑘2 sec ℎ2 𝑘(𝑥 − 𝑣𝑡) = 0                 … (10 

 

 :حل معادلة برغر [3](3-1-3)  

على معادلة عرفنا سابقاً ايضاً ت/ برغر  ( Burgers) معادلة سوف نحل   kdvبنفس اليه الحل لمعادلة 

 برغر في الفصل الاول

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝑎

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 0                                           … (11 

−𝑘𝑉 
𝑑𝑢

𝑑𝜉
+ 𝑘𝑈

𝑑𝑢

𝑑𝜉
− 𝑎𝑘2

𝑑2𝑢

𝑑𝜉2
= 0                      … (12 

−kV(1 − 𝑦2)
𝑑𝐹(𝑦)

𝑑𝑦
+ 𝑘𝐹(𝑦)(1 − 𝑦2)

𝑑𝐹(𝑦)

𝑑𝑦

− 𝑎𝑘2(1 − 𝑦2)
𝑑

𝑑𝑦
[(1 − 𝑦2)

𝑑𝐹(𝑦)

𝑑𝑦
] = 0        … (13 

𝐿𝑒𝑡 ⇒ 𝐹 = 𝑎0 + 𝑎1𝑦 + 𝑎2𝑦2 

𝑑𝐹

𝑑𝑦
= 𝑎1 + 2𝑎2𝑦 

في الحد الثاني  𝑦2𝑁+1سنحصل على  𝑦( بالموازنة على القوى 13( ومعادلة رقم )4من معادلة رقم )

 في الحد الاخير  𝑦𝑁+2و

−𝐾𝑉(1 − 𝑦2)(𝑎1 + 2𝑎2𝑦) + 𝐾(𝑎0 + 𝑎1𝑦 + 𝑎2𝑦)(1 − 𝑦2)2𝑎2

+ 𝑎𝐾2(1 − 𝑦2)𝑎1 + 2𝑎2𝑦 = 0 

 وبالتالي سنحصل على 

|… (8) 

|… (9) 
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𝐹(𝑦) = 𝑎° + 2𝑎𝑘𝑦       𝑤𝑖𝑡ℎ   𝑉 = 𝑎°           … (14 

 

 سنحصل على  ( kdvهي معلمة ) كما هو الحال بالنسبة لمعادلة  kحيث 

𝐹(𝑦) = 2𝑎𝑘(1 − 𝑦)       𝑤𝑖𝑡ℎ       𝑉 = 2𝑎𝑘  … . (15)  

 سنحصل على الحل النهائي :

𝑢(𝑥, 𝑡) = 2𝑎𝑘[1 − tanh 𝑘 (𝑥 − 𝑣𝑡)] = 0    … (16) 
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