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 الاهداء

ما سلكنا البديات إلا بتيسيره وما بلغنا النهايات إلا بتوفيقه وما حققنا الغايات إلا 

 بفضله فالحمد لله حبا وشكرا وامتنانا الحمد لله على البدء والختام

 وبكل ما اتيت من مشاعر اهدي بحث تخرجي إلى

الحياه بأجمل  رجل علمني العظيمإلى من لا ينفصل اسمي عن اسمه ذلك الرجل 

 شكل وبذل كل ما بوسعه

 الدائمةمأمني الوحيد وفرحتي 

 ) والدي الحبيب (

 ادامك الله لنا

والى نبراس أيامي ووهج حياتي إلى التي ضلت دعواتها تضم اسمي معلمتي 

 الأولى ودكتورتي الأولى صديقه أيامي

 (الحنونة)والدتي 

بت رغما عنها اتيت بها ها هو اليوم واخيراً من قال أنا لهل نالها وأنا لها وان أ 

 العضيم هنا اليوم الذي اجريت سنوات دراستي الشاقه حالمه بها

 فالحمد لله الذي ما تيقنت به خيرا وأملا إلا وأغرقني سرورآ ينسيني مشقتي
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 الشكر والتقدير
ددددددددد  اّ   م  دددددددددملاالح  ددددددددد   م ل ددددددددد  الددددددددد ت   الحمدددددددددلايالددددددددد تم حمدددددددددلايددددددددد

ّ يدددددددد   لدددددددد عليندددددددد  بهدددددددد  الن مدددددددده  يددددددددنلندددددددد ويدددددددد  به   الدددددددد تو ددددددددلا   دددددددد ل ّ  ال 
ّ دددددددددد   ددددددددد  الأخدددددددددد و م و يدددددددددداا فدددددددددد  اا    ندددددددددد  و  ددددددددددلا   ددددددددددلا ال ا دددددددددد   ال الم 
ّ يه  دددددددددددد    دددددددددددد  ح   ال  ددددددددددددلافا لددددددددددددعالمودددددددددددداهعلددددددددددددع دددددددددددد اال مدددددددددددد  علددددددددددددع 
ّ   ايدددددددددد ن  م  لدددددددددد  الق مددددددددده ندددددددددد بلاا ددددددددددهامعدددددددددلاا  دددددددددد يدددددددددد ي ا ددددددددداا  ّ دددددددددد

اّ  هددددددددد   و ن ددددددددد   لددددددددد  دددددددددز  ن ددددددددد   عمددددددددد لددددددددد     ددددددددد  ف  دددددددددلا ددددددددد و دددددددددا   
كم ا  لا   لوكا ام  ن   لع

لّهم(.م علي سامي السوداني أ) ّ      قّاةال ف شا   وعخ  لننهالمن قوهالم
ّ  ملمن قوه  اال حث  اي     ال ف ك  لهمالأخ الك يا    اي     حخ

ىّ و ا عّلهمم اللاع  و لاى  ك ش     م لاالوكاالع م س ن امي
اّل   ل أّ  النن ح اّ   ز لا   ز  لا   ك   ك  فلاع  اللات  اللا   ا 
ةّا      شن ن علع  م    اي    عمن   ق     العك    يمال ط

اّ الكم   لّع اش  شم هلينيا     الوكااللا  ن    الم    ال    ي  لهالم
 ع    ا  حأظكم حأظ   سلا  ط كم
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 المقدمة 
ال ط  ق ه الا        ن ل     هم  ّ  ّ      ا ث  طا  ه ال ط ه ال أ  ل ه الم   م  و ظمه اي  اا   

اللا الأ ظمه يلّك  أهم لن   سمح حيث     الهنلاي ه  اي  اا    ُ    ا حلي  ال     ع ا    ّ  ط   ن ؤ فن   ك ه

غيا ام   ازا   ث   يه  الماغّب غيا اّ ا الظ حلا ث   أ  ت النظ    ث    يلا ه لخم   ّ ا      الأ ظمه

 .الماغّب يه و ال    بغياالماغّبف  بي ق مالح له

علع    لا هاللا ايهالم  ل ه  ي  اا   و ظمه  ّ ُ مك  سل طالخ الم   م ال أ  ل هال ط ه طا  ه ا ث 

ال حكم الم ك   ك ه علم الكها    ه الهنلايه   ذلكالهنلايه  م   ن م     علاة  ّ المّ  له ا الك ياة الأ م ه

للا طا اي ن ب ه   ا      ه اللافن   ك ه الأ ظمه اي  اا     حلي  ُ ظها الا       ال غيياا  امق     ا   

قّه ثّ ّ او ظمه حكم   له    .ال     ه   مك و  سهم    م م  ط

 مك و  وك   ايه ال مي اي  اا     لإ   ه لعذلك  للأهم       ال ط هوي ي   الم   م ال أ  ل ه و ظمه

   ل  ل  مث و اة ّ   النظ     ال أ علا بي  ك اللافن   ك ه اّ ا   حلي للظ النم ذجالا    ه ّ ا    ط ق مه

 .يلّكالأ ظمهالط  ع ه امصطن ع ه

ّ علعو م ه و ظمهالم   م ال أ  ل هال ط ه طا  ه ا ث  مهيلاالطا  لأهماي  اا      الم لا ه سلطالخ

ّ الوي  المهم  ع لمالا      ال ط    .ق ه الهنلاي هالأيس المأ ه مالما  طهبه االمّ 

 :  ا فو ظمهالم   م ال أ  ل ه

الم غياا  عال        لا   ّ ال      ط عّه  الم   م ال أ  ل ه الم   م ال أ  ل ه   نم و ظمه

 .ُ س  لا   ال لافلا  المن م  ث الأي     الهنلايه علمال حكم امق    

 :  ن فو ظمهالم   م ال أ  ل ه

  ا  ه : الغيا للم غياا    لنس ه  ط ه النظ      الم   م   م ع ك  ت  ذا ال ط ه  غيا ال ط ه ام ظمه

.  أ  لا ه  ُ    االنظ   ط     ذاك  توحلاالم   م علعالأق غيا ط ه  إ النظ      اغيا ط 
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:  لا ه

ال  ن فعل    ا   ام ظمهال  ن ه ال     ه   ملا ك  ت    لا الم   م   غيا عال   و م   ذا ع  

ام ظمهال  ن ه  ظ     لا الم   م ث ب ه عال    بينم   ام ظمهال     ه   غيا    لا الم   م 

 . وك   غيا عال   

 :و ثلهعلعو ظمهالم   م ال أ  ل ه

ّ    ا  ه : النظ   حاك  ّ   .   يط  ي    مك  مثيل  م   م  أ  ل ه ط هُ     ا الم  ظ  

 الأا  ه

اّ     ع    ي    مك و خ   مثيل  م   م  أ  ل ه : اّ عاللافن   ك  .     االنظ  حاكهالس  ظ  الم

ّ هلأهميلّكالنظمالم  لاة  ّ ا ا ح و ظمهالم   م ال أ  ل هال ط هو  ا ق  وم    الطا اي  لاا  

ّ لا م لاس   لإ   ه لعالطا ال لا  ه ث  ا  هو  لا  ا  ه  ج النظا هال ط ه  ث الن اال ط   ح

ّ  لح المو ك ال مل ه  .ك

حيث  الهنلاي ه  ال ط  ق ه الا        ن ل     هم  ّ  ّ     ال ط ه ال أ  ل ه الم   م  و ظمه اي  اا   

امي  اا     لا ةالنظ  علع    ا  ّ ّ   ع اال    فا  ط أه وي ي هلأهميلّكالأ ظمهاللافن   ك ه  ن ؤ ط

اّز و الن طهالث ب ه  لا  ا  م طاابو ا حااهعنه  ّ ة لعح لهال   .ال 

 النظا ه الأيس  هم   خم  ال ط ه ال أ  ل ه الم   م  و ظمه اي  اا    حّل له ا  لا ه الأي ي ه  المأ ه م

لّ لّللم   م ال أ  ل هع اال      حلافلا   ذاك  ت   الحل ّ  ف مث ال حلي     ايهيلّكالحل المّ 

اّز و    لا  ع ا  ال     .     ب لعح لهال 

ه الم   م ال ط ه   لإ   ه لع  خم الم لا هو خ  اي  اا   للمأ ه مالما  طه  مي  اا     ث الن طهالث ب 

ّ ّه  ظا هالق مال  صه الق مال ا  ه الأ  ا الا    هالمس  لا ه   حلي اي  اا   الأ ظمه ث     م ل  ب

   ّ  .للم أ
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ّ المه لّاي  اا   و ظمهالم   م ال أ  ل هال ط ه اصهلأهموي ي     االمّ  م           لا   لا هح

 .  مهيلاالطا  للا ايهال  ن    الأي ليبالم  لا هل حلي    ن فاي  اا   النظماللافن   ك ه

 

  ا    ا ثلق  ساي  اا   ا خم الم   م ال أ  ل  امع         لا ه

  ل هال    ه    ملا ا  ه ا ث)و    فيا ا ث(  و اة   هُ س  لا    حلي اي  اا   و ظمهالم   م ال أ

 مك  ال         ال  اه امي  اا    ل  لافا ال أ  ل ه للم   م  الحلّل     ص  حلي  علع الطا  ه    

 .اي  لاا ه     لافاامي  اا   لأ ظمه   لا ةالأ     غياال ط ه

 :  لا هحّل ا  ه ا ث

ّ لا اللا لاي ه( حيث   ملا ا  ه ا ثعلع كاة حلي الحلّلللم   م ا ل أ  ل ه  الط فال ا  ت)ال ح

ف م حلي يلّكالنظ  عنلاق م   لأهلم غياال ا    س  لا    الطا  ه    لافاامي  اا   ع  ا   حص

 .الوا طاللاز ه الك ف هلحلا ثاي  اا   النظ  

 :اي  لاا  ا  ه ا ث

ّ  الم   م ال أ  ل :   حلي النظ  . هال    ه لع    م م لاسل حلي امي  اا     المن لال ا  تف م ح

ّ  ه)و الأصأا( الأقط بالس ل ه)و الأز  (   :   لافاالم  فيا س  لا    فيا ا ثل  لافاعلا الأقط بالم

 . ظ  الم   م ال أ  ل ه

ّ  ه الس ل ه  :    لافاامي  اا   . مك   لافااي  اا   النظ       لم  فيا ا ثبن   علععلا الأقط بالم

اّ لا ا  ه ا ث  : 

مي  اا   النظم ّ ا ا  ه ا ث  لافا ايا        م   . 

    ملاعلع حلي     م ال أ  ل ه  المن لال ا  ت  م ف  ح هم  عم    لسلّكالنظ  ع اال   . 

   اا   النظم ع حلافلاالوا طاللاز ه الك ف هلحلا ثه  سمحب  لافااي. 

 :     ه
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ّ ا      لا هحّل ا  ه ا ث  ازو م ه   الأ اة   حلي اي  اا   و ظمهالم   م ال أ  ل هال    ه  

هاللافن   ك ه  الطا  ه ظاةش  له    لهلسلّكالنظمع اال     م  سه عمل ه هم  حلي    م مالأ ظم

 .   ل المن م الهنلاي ه ال لم ه

 

الأ  ام ل

( وكلهال حث1

  ا حله  ّ نه   ك   وك غمّض  ا      ه ال  لا   ه ا  اشك لكثياة اّ    لأه  ز      م  أ  ل ه ّ لا  

اّعه    ال أا  بي ا 

ين   االغمّض  سه عل الح ال لا تللم   م ال أ  ل ه

(ا م هال حث2

اّقعالأ ل لكثيا  الموكلا الط  ع هال   حلاث  الأي     للم   م ال أ  ل ه          س    ا مهال

الع م ذج     ه حلا ةالم  لم مك   اي ه     هه     ه ّ له   الك م    الهنلايه الطب الح ي     ح

ّ ة ا حهع  ح     ثمال اّقع   ط ص  م علعا ن  الحلّلالمن ي هال    ا م اةا اىالعع لمال

  ه هالحلّلالممكنه ال    ا الم  حه 

(ا لااهال حث3

ّ نه   ا حله   -  ال  اهعلعالم   م ال أ  ل ه  ك

  nلث   ه الا  هكسبال لا ةعلعح الم   م ال أ  ل ه  الا  هام لع الا  ها -

   ايهاي ي   الم   م ال أ  ل ه  اعط    لا ه ا حهع   االأا    ا  الا        -

اّ اةلح   ضالم   م ال أ  ل ه اتا ن  اللاالها  اللا الال   ح   -   ايه  ظمالطا الم  لأهالم 
 الم   لهال أ  ل ه 

ّ ة  سطه  لا ن  ّ مّالمأ ه مال لم ه   عال أ  ل هال لا تللم   م اعلا     اال حثللا ايهالح    
 نهن هال أكياال لم للاىالطلاب 
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 الًولالفصل 

 المعادلًت التفاضلية الًعتيادية

Differential equations normal 

 Basic concepts( مفاهيم اساسية 1-1(

 (1-1-1تعريف )

 Ordinary Differential Equation (O.D.E)مع     هالم   لهال أ  ل ها -1
لّه   ملاعلع  غيا س    احلا  لّها علاة  ال نه تّعلع و    ا  أ  ل    اله نه       له ح 

𝑑𝑦 ث ل 

𝑑𝑥
− 𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 𝑦 

 Partial Differential Equation (P.D.E)الم   لهال أ  ل هالن   ه -2
لّهلأكثا    غيا س    احلا عالمو    الن   ه  لنس هللم غياا المس  له       له تّعلع اله نه  أ  ل ه ح 

𝑑2𝑦 ث ل 

𝑑𝑥2 +
𝑑2𝑦

𝑑𝑦2 +
𝑑2𝑦

𝑑𝑧2 = 0 

 ( تصنيف المعادلة التفاضلية:1-2)

 (1-2-1تعريف )

وعلع و  ه  الم   لهال أ  ل ه (:  Order   هالم   لهال أ  ل ه)-1

ال أ  ل ه)-2 الم   له ال أ  ل ه واطا  كّ  م عالم   م ال أ  ل هDegree   ه (:  ويسوعلع و  ه  الم   له
ىّالكسا ه    ل ه  ال 

 ث ل:

𝑑𝑦 (1    له أ  ل ه  الا  هام لع اللا  هام لع

𝑑𝑥
+ 𝑥 − 7𝑦 = 0

𝑦(4)(2    له أ  ل ه  الا  هالاا  ه اللا  هام لع + 𝑐𝑜𝑠𝑦 + 𝑥2𝑦𝑦′ = 0 

ّ ةnالم   لهال أ  ل هال ط ه  الا  ه(:1-2-1تعريف )  ز  ال 

𝑝0(𝑥)𝑦(𝑛) + 𝑝1(𝑥)𝑦(𝑛−1) + ⋯ + 𝑝𝑛−1(𝑥)𝑦′ + 𝑝𝑛(𝑥)𝑦 = 𝑞(𝑥) 

ك  تاللااله اكنتاللاالهq(x) زذا اذا و   م س  تصأا إ الم   له كّ غياq(x) س  تصأا ز الم   له كّ   ن  سه
  ن  سه 

′′𝑥2𝑦 ث ل:الم   له + 𝑥𝑦′ + (𝑥2 − 1)𝑦 = 0 

    له أ  ل ه ط ه  ن  سه  الا  هالث   ه 

′𝑥𝑦الم   له + (𝑠𝑖𝑛𝑥)𝑦 = 𝑥2(𝑠𝑖𝑛𝑥 + 2) 
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    له أ  ل ه ط هغيا  ن  سه  الا  هام لع 

′𝑦الم   له + 𝑥√𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 

    له أ  ل هغيا ط ه  الا  هالأ لع 

′′′𝑦الم   له + 𝑥2𝑦′′ + 𝑠𝑖𝑛𝑦 = 0 

    له أ  ل هغيا ط ه  الا  هالث لثه 



 Solution of D.E -( حل المعادلة التفاضلية:3-1)

,𝑓(𝑥حلا للم   لهال أ  ل هy=y(x) سمعاللااله 𝑦, 𝑦′′, 𝑦′′′, 𝑦𝑛)اذاك  ت: 

  الماا  n(ق بلهللأش    1

𝑓( ح  الم   لهال أ  ل هوت2 (𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥), … , 𝑦(𝑛)(𝑥)) = 0 

𝑦(𝑥)  ث ل اث تا  = 𝑐 𝑠𝑖𝑛𝑥حلا للم   لهال أ  ل ه𝑦′′ + 𝑦 = 𝑜 حيثCث بت

𝑦(𝑥)            الح / = 𝑐 𝑠𝑖𝑛𝑥          𝑦′(𝑥) = 𝑐 𝑐𝑜𝑠𝑥       𝑦′′(𝑥) = −𝑐 𝑠𝑖𝑛𝑥 

𝑦′′ + 𝑦 = −𝑐 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐 𝑠𝑖𝑛𝑥 = 0  

 (:General solution( الحل العام للمعادلة التفاضلية )1-3-1تعريف )

تّعلععلا  ّح  ح  الم   لهال أ  ل ه   اّبتام      ه nن ا  ح    الث

 (:special solution( الحل الخاص للمعادلة التفاضلية )1-3-2تعريف )

اّبتق ما      ه    ّح  ح  الم   لهال أ  ل ه  س ن ج  الح لال    ذلك زعط  الث

 تكوين المعادلة التفاضلية )حذف الثوابت(

ّ ة:n  نلاا ذلكالح    ملاعلعnلم   له أ  ل ه  الا  هاذااعطين الح ال    اّبتام      ه  كّ علعال     الث

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛) = 0 → (1) 

اّبتا      ه  للح ّلعلعالم   لهال أ  ل هلح الم طع ناتC1,C2,…,Cnا   حيث ( 1  المو    للم   له)nث

 كّ     لك مك n    له  ال مل   ال أ  ل هال  علا   n(  م   هالع1  الم   م ع   ةع الم   له)n+1للافن 
ّ ه  اّبتام      ه  نه  ح  علعالم   لهال أ  ل هالمطل ح هالث

𝑦 ث ل/ا  لاالم   لهال أ  ل هال  حله ال    = 𝑐 𝑠𝑖𝑛𝑥 

𝑦                                         الح / = 𝑐 𝑠𝑖𝑛𝑥 → (1) 

′𝑦                               أ    اة احلاة = 𝑐 𝑐𝑜𝑠𝑥 → (2) 
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ّ ه1(علع)2(  سمه)1( )2  الم   ل ي )c ح ه (  كّ الم   لهال أ  ل هالمطل

𝑦′ = 𝑦 𝑐𝑜𝑡𝑥 

( س  لا الم لا :1( )2  )cح ا ا/ مك لح ه

[
𝑦 𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑦′ 𝑐𝑜𝑠𝑥
] = 0 

→ 𝑦 𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑦′𝑠𝑖𝑛𝑥 = 0 

∴ 𝑦′ = 𝑦 𝑐𝑜𝑡𝑥 
 ( معادلًت تفاضلية من الرتبة الًولى والدرجة الًولى.4-1)

ّ ة ات    له أ  ل ه  الا  هام لع اللا  هام لع كّ علعال 

dy

dx
= 𝑓(𝑥, 𝑦) 

𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑁((𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 =  و                                   0
 لح  ث    الم   له س  لا احلاىالطا ال  ل هالم  حه:



 المعادلًت التفاضلية القابلة للفصل

- سمعالم   لهال أ  ل هامع     هق بلهللأ  اذاا ك ك  ب ه   لوك ام  :

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑔(𝑦)𝑑𝑦 = 0 → (4) 

( ح  علعالح ال   4 ا  الم   له)   ك   

𝑑𝑦 ث ل/ح الم   لهال أ  ل ه

𝑑𝑥
− 𝑥𝑦 = 0 

)الح / خابالم   لهبد
𝑑𝑥

𝑦
) 

𝑑𝑦

𝑦
− 𝑥𝑑𝑥 =    لمك  له                                                    0

𝐿𝑛𝑦 −
𝑥2

2
= 𝐿𝑛𝐶 

𝐿𝑛
𝑦

𝑐
=

𝑥2

2
 

𝑦 = 𝐶𝑒
𝑥2

2  

′𝑦 ث ل/ا  لاالح ال   للم   له + 𝑒𝑥𝑦 = 𝑒𝑥𝑦2 
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′𝑦الح / = 𝑒𝑥(𝑦2 − 𝑦) 

𝑒𝑥𝑑𝑥 =
1

𝑦(𝑦 − 1)
𝑑𝑦 

𝑒𝑥𝑑𝑥 = [
1

𝑦 − 1
−

1

𝑦
] 𝑑𝑦 

−𝑒𝑥 = 𝐿𝑛[𝑦 − 1] − 𝐿𝑛[𝑦] + 𝐶 
 المعادلًت التفاضلية المتجانسة 

ّ ويسالم غياا ) (  س   ه  ك حلا y( )x كّ الم   لهال أ  ل ه  ن  سهاذاك   نم

للأ   ذ ق بله الع    له ّ له   س ط ع ح قّت أس   لك   ال لأ  الم غياا  يه  ل ستق بله ال أ  ل ه  كّ الم   له لكقلا

ّ ة ّ لا   نه الم   لهالم ن  سه   الم   لهال   مك ك  ب ه    𝑑𝑦  ي  لاا   ضال ح

𝑑𝑥
= 𝑓(

𝑦

𝑥
 (

ّ ة  م ن  الح ال   للم   لهال أ  ل هالم ن  سه ك بالم   له  ل 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(

𝑦

𝑥
) → (1) 

𝑦 أاض = 𝑣𝑥 →  علع نح  x  و  ه   لنس هالع(2)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥

𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑣 → (3) 

( نح  علع1(      له)3( )2ثم  ّض    له)

𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑣 = 𝑓(𝑣) → 𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑣) − 𝑣 

𝑑𝑦  أ  الم غياا  ح  علع

𝑓(𝑣)
− 𝑣 =

𝑑𝑥

𝑥
 

ثمع  ا  ال ك    ح  علعالح ال    

𝑦2) ث ل/ح الم   لهال أ  ل ه − 𝑥𝑦)𝑑𝑥 + 𝑥2𝑑𝑦 = 0 

𝑥2𝑑𝑦الح / = −(𝑦2 − 𝑥𝑦)𝑑𝑥 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

𝑦2 − 𝑥𝑦

𝑥2
→ (1) 

𝑙𝑒𝑡     𝑦 = 𝑥𝑣 → (2) 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥

𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑣 → (3) 

(1(  )3( )2  ّضالم   له)
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𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑣 =

−(𝑥2𝑣2 − 𝑥2𝑣)

𝑥2
 

𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑣 = −𝑣2 + 𝑣 

𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
= −𝑣2 

∫
𝑑𝑣

−𝑣2
= ∫

𝑑𝑥

𝑥
 

1

𝑣
= 𝐿𝑛|𝑥| + 𝑐 →

𝑥

𝑦
= 𝐿𝑛|𝑥| + 𝑐 

 المعادلًت التفاضلية الخطية 

       له أ  ل هاع     ه  ل  غه:

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑝(𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥) 

ا   لوك :

𝑑𝑥

𝑑𝑦
+ 𝑝(𝑦)𝑥 = 𝑄(𝑦) 

 الح ال   له  ّ:

𝑦𝑢 − ∫ 𝑄(𝑥)𝑢𝑑𝑥 = 𝐶  

∫ 𝑝(𝑥)𝑑𝑥 

𝑢 = 𝑒 
 

𝑑𝑦 ث ل/ا  لاالح ال   للم   له

𝑑𝑥
+

𝑦

𝑥
=

1

𝑥
 

𝑢الح / = 𝑒∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑒∫
1

𝑥
𝑑𝑥 = 𝑒𝐿𝑛𝑋 = 𝑥 

𝑦𝑥 − ∫
1

𝑥
𝑥𝑑𝑥 = 𝐶 

𝑦𝑥 − ∫ 𝑑𝑥 = 𝐶 

𝑦𝑥 − 𝑥 = 𝐶 
 معادلة برنولي التفاضلية الًعتيادية 
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′𝑦الم   لهال أ  ل هال  ل ه + 𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥). 𝑦𝑛حيثا p(x) Q(x)الللم غيا  x 

لّ ا الم   لهال أ  ل ها  لاعع م   لهبا   ّ  ّ ل ست ط هل   الطاهynل ط هالمّي ه      له  الا  هام لع لكنه 
ّ له الع    له ط هكم فل    ام م   مك  ح

𝑍 = 𝑦1−𝑛 → (2) 

𝑑𝑧

𝑑𝑥
= (1 − 𝑛)𝑦−𝑛.

𝑑𝑦

𝑑𝑥
                               𝑥لنس ه الع   𝑍   و  

𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 1 −

𝑛

𝑦𝑛
.
𝑑𝑦

𝑑𝑥
              ∗

𝑦𝑛

1 − 𝑛
 

𝑦𝑛

1 − 𝑛
 .

𝑑𝑧

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑦𝑛

1 − 𝑛
 .

𝑑𝑧

𝑑𝑥
→ (3) 

(1(      له)3( )2  ّض    له)

𝑦𝑛

1 − 𝑛
 .

𝑑𝑧

𝑑𝑥
+ 𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥) . 𝑦𝑛 

1 − n

𝑦𝑛
  خاب الطا ي   

𝑑𝑧

𝑑𝑥
+

(1 − 𝑛)𝑃(𝑥)

𝑦𝑛
. 𝑦 = (1 − 𝑛)𝑄(𝑥) 

𝑑𝑧

𝑑𝑥
+

(1 − 𝑛)𝑃(𝑥)

𝑦𝑛−1
= (1 − 𝑛)𝑄(𝑥) 

𝑑𝑧

𝑑𝑥
+ (1 − 𝑛)𝑃(𝑥). 𝑍 = (1 − 𝑛)𝑄(𝑥) 

 معادلة تفاضلية خطية 

𝑍𝑒∫(1−𝑛)𝑃(𝑥)𝑑𝑥 حله ال    ّ = ∫ 𝑒∫(1−𝑛)𝑃(𝑥)𝑑𝑥 . (1 − 𝑛)𝑄(𝑥)𝑑𝑥

(1  لح ّلعلعالح ال   للم   له)Zثم  ّضع 

𝑑𝑦 ث ل/ لاح الم   لهال أ  ل ه

𝑑𝑥
+

1

𝑥
𝑦 = 𝑥3𝑦3 

𝑑𝑦الح /

𝑑𝑥
+

1

𝑥
𝑦 = 𝑥3𝑦3  → (1) 

𝑍 = 𝑦1−𝑛 = 𝑦−2 → (2) 

𝑑𝑧

𝑑𝑥
= −2𝑦−3

𝑑𝑦

𝑑𝑥
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𝑑𝑧

𝑑𝑥
= −

2

𝑦3
 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

𝑦3

−2
=

𝑑𝑧

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 → (3) 

(1(      له)3( )2  ّض    له)

𝑦3

−2
 .

𝑑𝑧

𝑑𝑥
+

1

𝑥
𝑦 = 𝑥3 . 𝑦3 

𝑑𝑧

𝑑𝑥
+  −

2

𝑥
 . 𝑦−2 = −2𝑥3 

𝑑𝑧

𝑑𝑥
±

2

𝑥
 . 𝑍 = −2𝑥3 

 ط ه حله ال    ّ    له أ  ل ه

𝑍𝑒∫ −
2
𝑥𝑑𝑥 = ∫ 𝑒∫ −

2
𝑥𝑑𝑥 . (−2𝑥3)𝑑𝑥 

𝑒∫ −
2
𝑥𝑑𝑥 = 𝑒−2𝐿𝑛𝑥 = 𝑒𝐿𝑛𝑥−2

= 𝑥−2 

𝑍. 𝑥−2 = ∫ 𝑥−2 . (−2𝑥3)𝑑𝑥 

(𝑍. 𝑥−2 = −𝑥2 + 𝐶)𝑥2 

𝑍 = −𝑥4 + 𝐶𝑥2                             , 𝑍 = 𝑦−2 

𝑦−2 = −𝑥4 + 𝐶𝑥2 

1

𝑦2
= −𝑥4 + 𝐶𝑥2 

𝑦2 =
1

√𝐶𝑥2 − 𝑥4
 

𝑦 =
1

√𝐶𝑥2 − 𝑥4
 الح  ال    للم   له ال أ  ل ه  𝐶 ث بت ا     ت                                     

 المعادلة التفاضلية التامة 

ّ ة:F(x,y)لللاالهال أ  ل هال   ه  كّ علعال 

𝑑𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑑𝑓

𝑑𝑥
𝑑𝑥 +

𝑑𝑓

𝑑𝑦
𝑑𝑦 

 اذاك  ت س   هل أا ز :
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𝑑𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑑𝑓

𝑑𝑥
𝑑𝑥 +

𝑑𝑓

𝑑𝑦
𝑑𝑦 = 0  → (1) 

 سمع    له أ  ل ه   ه  لاحظا :

,𝑓(𝑥  حيث 𝐶 ث بت ا     ت 𝑦) = 𝐶 ات ا  حله   كّ    𝑑𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 

 زذاك  للافن الم   لهال أ  ل ه

𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0  → (2) 

𝑑𝑓

𝑑𝑥
= 𝑀  → (3) ,

𝑑𝑓

𝑑𝑦
= 𝑁  → (4) 

 نلاا :x(        لنس هالع4  أ   )y(        لنس هالع3(        لنس هالعب أ   )3ب أ   )

𝑑2𝑓

𝑑𝑥𝑑𝑦
=

𝑑𝑚

𝑑𝑦
  ,   

𝑑2𝑓

𝑑𝑥𝑑𝑦
=

𝑑𝑛

𝑑𝑥
 

(   ه ّ:2     ز الواطالخا  تح ع كّ الم   له)N,M  عاع    ا المو    الن   هلللاال ي 

𝑑𝑀

𝑑𝑦
=

𝑑𝑁

𝑑𝑥
 

 ح  :F(x,y)( أ اض اله2 لح الم   لهال   ه)

𝑑𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑑𝑓

𝑑𝑥
𝑑𝑥 +

𝑑𝑓

𝑑𝑦
𝑑𝑦 = 0 

,𝑓(𝑥           حيث 𝐶 ث بت 𝑦) = 𝐶                س كّ  حله  
𝑑𝑓

𝑑𝑥
= 𝑀 → (3)  ,

𝑑𝑓

𝑑𝑦
= 𝑁 →    ح                    (4)

 x(  لنس هالع3 إ اا ال ك   علعالم   له)

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥∫ 𝑀(𝑥,𝑦)𝑑𝑥+𝑄(𝑦)→(5) 

(فن جا :4 اي  لاا الم   له)x(        لنس هالع5مب أ    ا  )ثx  لاا ث بت  لنس هالعQ(y)حيث لاحظا 

𝑑𝑓

𝑑𝑦
=

𝑑

𝑑𝑦
 𝑥∫ 𝑀(𝑥,𝑦)𝑑𝑥+𝑄′(𝑦)=𝑁 

𝑄′(𝑦) = 𝑁 −
𝑑

𝑑𝑦
 𝑥∫ 𝑀(𝑥,𝑦)𝑑𝑥 

حيث:𝑄′(𝑦)  س ن جشك اللاالهy   ك    ا  الم   لهالأ ياة  لنس هالع
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𝑄(𝑦) = 𝑦∫ 𝑁(𝑥,𝑦)𝑑𝑦 − 𝑦
∫[

𝑑
𝑑𝑦

 𝑥∫ 𝑀(𝑥,𝑦)𝑑𝑥]𝑑𝑦
 

ّ ض      له) ّ ة2( ح  علعح الم   لهال أ  ل هال   ه)5   ل   (  كّ علعال 

∫ 𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
𝑥

+ ∫ 𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝑦

− ∫ [
𝑑

𝑑𝑦
∫ 𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

𝑥

]
𝑦

𝑑𝑦 = 𝐶 

م   له: ث ل/ا  لاح ال

(6𝑥2 + 4𝑥𝑦 + 𝑦2)𝑑𝑥 + (2𝑥2 + 2𝑥𝑦 − 3𝑦2)𝑑𝑦 = 0 

                                         ا :  أ اض ,𝑀(𝑥الح / 𝑦) = 6𝑥2 + 4𝑥𝑦 + 𝑦2 

𝑁(𝑥, 𝑦) = 2𝑥2 + 2𝑥𝑦 − 3𝑦2 

𝑑𝑀

𝑑𝑦
= 4𝑥 + 2𝑦      ,       

𝑑𝑁

𝑑𝑥
= 4𝑥 + 2𝑦                                            لا ّ   

𝑑𝑀اتا 

𝑑𝑦
=

𝑑𝑁

𝑑𝑥
 

𝑓(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑦)
𝑥

 

= 2𝑥3 + 2𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦2 + 𝑄(𝑦)  → (1) 

𝑑𝑓

𝑑𝑦
= 2𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑄′(𝑦) = 𝑁(𝑥, 𝑦) 

𝑄′(𝑦) = 2𝑥2 + 2𝑥𝑦 − 3𝑦2 − 2𝑥2 − 2𝑥𝑦 

𝑄′(𝑦) = −3𝑦2 

𝑄(𝑦) = −𝑦3 

(1  ّض      له)

2𝑥3 + 2𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦2 − 𝑦3 = 𝐶 

 ّالح ال   للم   لهال أ  ل هال   ه 

 لاحظه/ مك ح الم   لهال أ  ل هال   ه  ي  لاا ال   ّ :

∫ 𝑀𝑑𝑥
𝑥

+ ∫ 𝑁𝑑𝑦
𝑦

− ∫ [
𝑑

𝑑𝑥
∫ 𝑁𝑑𝑦

𝑦

] 𝑑𝑥 = 𝐶
𝑥

 

 لية الًعتيادية من رتب اعلى( المعادلًت التفاض5-1)

ال  غهال   هله   :

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, 𝑦′′′, … , 𝑦(𝑛) = 0 
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ّ   الم   م    ن كعلاة ا لح   االن

 تخفيض رتبة المعادلة التفاضلية الًعتيادية 

ّ الم غيا-1 ّ الم غياx  ح لهفه  y علا فه

𝑃  ّض = 𝑦′, 𝑃′ = 𝑦′′  ح  لوك ام  :  

𝐹(𝑥, 𝑃, 𝑃′) = 0 

       له  الا  هام لع مك حله حسب لا لالم   م   الا  هام لع 

𝑥𝑦′′ = 𝑦′ 

𝑥𝑃′ = 𝑃 

𝑥
𝑑𝑃

𝑑𝑥
= 𝑃 →

𝑑𝑃

𝑃
=

𝑑𝑥

𝑥
 

∫
𝑑𝑃

𝑃
= ∫

𝑑𝑥

𝑥
+ 𝐶 

𝐿𝑛𝑃 = 𝐿𝑛𝑥 + 𝐶 

𝑃 = 𝑎𝑥 → 𝑦′ = 𝑎𝑥 → 𝑦 = 𝑎
𝑥2

2
+ 𝑏 

ّ الم غيا-2 ّ الم غياy  ح لهفه  x علا فه

𝑃  ّض = 𝑦′, 𝑦′′ = 𝑃
𝑑𝑃

𝑑𝑦
    ح  لوك ام  :

F (y, P, P
dP

dy
) = 0 

       له  الا  هام لع مك حله حسب لا لالم   م   الا  هام لع 

𝑦𝑦′′ = 𝑦′ 

𝑦𝑃
𝑑𝑃

𝑑𝑦
= 𝑃 

𝑦
𝑑𝑃

𝑑𝑦
= 1 → 𝑑𝑃 =

𝑑𝑦

𝑦
 

∫ 𝑑𝑃 = ∫
𝑑𝑦

𝑦
+ 𝐶 

𝑃 = 𝐿𝑛𝑦 + 𝐶 

𝑃 = 𝑎𝑦 → 𝑦′ = 𝑎𝑦 → 𝑑𝑦 = 𝑎𝑦𝑑𝑥 

𝑑𝑦

𝑦
= 𝑎𝑑𝑥 → 𝐿𝑛𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 
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′′′𝑥𝑦 ث ل/ح الم   لهال أ  ل هام  ه: − 2𝑦′′ = 0 

′𝑞الح / أاض = 𝑦′′′, 𝑞 = 𝑦′′    حالم   لهال أ  ل ه

𝑥𝑞′ − 29 = 0 
1 حله  = 𝑎𝑥2 ا  ه   الم غياا (حيث (aث بتا     ت 

′′𝑦 ا عق مه = 𝑞ين ج 𝑦′′ = 𝑎𝑥2 

𝑦  نه  =
𝑎𝑥4

12
+ 𝐶1𝑥 + 𝐶2  ّالح المطلّب 

 س  لا الح لهام لع (x,y)ا ′𝑦 لاحظه/اذالم ظها
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 معاملَت الثابتةمعادلًت تفاضلية خطية متجانسة ذات ال

ال  غهال   هللم   م ال أ  ل هال ط هالم ن  سهذا الم   لا الث ب ه  :

𝑦(𝑛) + 𝑎1𝑦(𝑛−1) + 𝑎2𝑦(𝑛−2) + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑦′ + 𝑎𝑛𝑦 = 0 

,𝑎1حيث 𝑎2, … , 𝑎𝑛اّبتا      ه  ث

ّ   الم   م يّه كّ     الم   لهالممي ة:λحيث𝑒𝜆𝑥  ل  غهامي هاتالح ال   له االن

λ𝑛 + 𝑎1λ𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛−1λ + 𝑎𝑛 = 0 

ّ لا ن كعلاةح م لح        الم   له   :   

λ1(اذاك  ت1 ≠ λ2 ≠ ⋯ ≠ λ𝑛)اعلاا ا حق ق ه(

𝑦 ز الح ال    = 𝐶1𝑒λ1𝑥 + 𝐶2𝑒λ2𝑥 + ⋯ + 𝐶𝑛𝑒λ𝑛𝑥

الن    كا 2  وحلا الن   الحق ق ه ك  ت م ع اذا )k                    الماا λ1 = λ2 = λ3 = ⋯ =

λ𝑘 , λ𝑘 ≠ ⋯ ≠ λ𝑛ز الح ال    كّ   

𝑦 = [𝐶1 + 𝐶2 + 𝐶3𝑥2 + ⋯ + 𝐶𝑘𝑥𝑘−1]𝑒λx + 𝐶𝑘+1𝑒λ𝑘+1𝑥 + ⋯ + 𝐶𝑛𝑥λ𝑛𝑥 

(اذاك  تالن   3

λ1 = λ2 = λ3 = 𝑎 + 𝑖𝐵 
ّ لا  إ  ف

λ4 = λ5 = λ6 = a − iB 

  كّ الح ال   المن فال لكالن   

𝑦 = 𝑒𝑎𝑥[(𝐶1 + 𝐶2𝑥 + 𝐶3𝑥2) cos 𝐵𝑥 (𝐶4 + 𝐶5𝑥 + 𝐶6𝑥2) sin 𝐵𝑥] 

′′𝑦لم   له ث ل/ا  لاالح ال   ل − 4𝑦′ + 4𝑦 = 0

ّ ة 𝐷2)الح / خعالم   لهعلعص − 4𝐷 + 4)𝑦 = 0 

                                            λ2 − 4λ + 4 =  ∴ الم   له المس علاة                         0

(λ − 2)2 = 0 

λ =    كّ     ا                                         2,2

𝑦 = (𝐶1 + 𝐶2𝑥)𝑒2𝑥                               ات ا  الح  ال 
 ث ل/ا  لاح المسزلهالق مهامب لاا  ه
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𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
+ 2 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
− 3 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0      , 𝑦(0) = 4 , 𝑦′(0) = 8 , 𝑦′′(0) = −4 

ّ ة 𝐷3)الح / خعالم   لهعلعال  + 2𝐷2 − 3𝐷)𝑦 = 0 

λ3 + 2λ2 − 3λ =  الم   له المس علاة                                  0
λ(λ − 1)(λ + 3) = 0 

λ = 0  , 1 , −3 
  كّ الح 

𝑦 = 𝐶1 + 𝐶2𝑒𝑥 + 𝐶3𝑒−3𝑥  → (1) 
ّ لا  لأ ن  الح ال ت ح  الوا طامب لاا  ه  

𝑦′ = 𝐶2𝑒𝑥 − 3𝐶3𝑒−3𝑥 → (2) 

𝑦′′ = 𝐶1𝑒𝑥 + 9𝐶2𝑒−3𝑥  → (3) 
ّ ض  الوا طامب لاا  ه  الم   م ) (1( )2( )3  ل  

4 = 𝐶1 + 𝐶2 + 𝐶3 + ⋯  → (4)                          ⇐ (1)       𝑦(0) = 4 

8 = 𝐶2 − 3𝐶3 → (5)                                           ⇐ (2)      𝑦′(0) = 2 

𝐶2 + 9𝐶3 → (6)                                                ⇐ (3)     𝑦′′(0) = −4 
(4( )5( )6 ح الم   م )

𝐶1 = 0 , 𝐶2 = 5 , 𝐶3 = −1 

ّ ة 𝑦  كّ الح علعال  = 5𝑒𝑥 − 𝑒−3𝑥 

 ث ل/ا  لاالح ال   للم   له

(𝐷 − 2)3(𝐷 + 3)2(𝐷 − 4)𝑦 =   كّ  الم   له المس علاة                      0
(λ − 2)3(λ + 3)2(λ − 4) = 0 

  كّ الح ال   

𝑦 = (𝐶1 + 𝐶2𝑥 + 𝐶3𝑥2)𝑒2𝑥 + (𝐶4 + 𝐶5𝑥)𝑒−3𝑥 + 𝐶6𝑒2𝑥 

𝐷) ث ل/ لاالح ال   للم   له − 1)(𝐷2 + 2𝐷 + 2)𝑦 = 0 

الح /

(λ − 1)(λ2 + 2λ + 2) =   كّ  الم   له المس علاة             0
λ1 = 1     , λ2 = −1 + 𝑖       , λ3 = −1 − 𝑖 
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  كّ الح ال   

𝑦 = 𝐶1𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥(𝐶2 cos 𝑥 + 𝐶3 sin 𝑥) 
 (2-5-3معادلات تفاضلية خطية غير متجانسة ذات المعادلات الثابتة )

ّ ةn ال أ  ل هال ط هغياالم ن  سه  الا  ه كّ الم   م   ل 

𝑎0

𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
+ 𝑎1  

𝑑𝑛−1𝑦

𝑑𝑥𝑛−1
+ ⋯ + 𝑎𝑛−1  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑎𝑛𝑦 = 𝑓(𝑥) → (1) 

ّ ة ا   ل 

𝑎0𝑦𝑛 + 𝑎1𝑦𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑦′ + 𝑎𝑛𝑦 = 𝑓(𝑥) 

,𝑎0حيثا  𝑎1, 𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛اّبت  𝑎0ث ≠  0

ّ لاا م ح الم    ّ لاا م ح الم   لهالم ن  سهال  ي  ذكا    سمع   الم   لهالم ن  سه  لهلح    الم   لهالم ن  سه 
ّ لاث     الح ال  صy=ycالم ن  سهال  ي  ذكا    سمع 𝑦ثم  = 𝑦𝑝ة  كّ الح ال    ّ 𝑦له علعال  = 𝑦𝑐 +

𝑦𝑝 

 عن طريق المؤثر التفاضلي العكسي  (𝒚𝒑)طريقة ايجاد الحل الخاص 

اذاك  

𝑄(𝐷) = (λ𝑎0
𝑛 + λ𝑎1

𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛 

 ز 

𝑦𝑝 =
1

𝑄(𝐷)
 . 𝑓(𝑥) 

1حيث

𝑄(𝐷)
 ّالمؤثاال أ  ل ال كس  

اّ ي  ال  صه  مل هال ك     نط  عل  ك ال 

ّ اللااله - كّ الح ال  ص:F(x) علعحسب 

الحالة الاولى 

   لا ةالحلا  اتا F(x)اذاك  ت

𝑓(𝑥) = 𝐶1𝑋𝑛 + 𝑜2𝑥𝑛−1 + 𝐶𝑘𝑥𝑘 + ⋯

𝑦𝑝 أاضا الح ال  ص كّ   لوك  = 𝑎𝑥𝑛 + 𝑏𝑥𝑛−1 + 𝐶𝑥𝑘
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   ّض  الم   لهالأصل ه   ثم  كّ الأا  ه الم   لهالم ط ة الأا  ه و  حسب   ه الحلا     لا حسب   ه   لا ة
ىّ اّبتx س  ت    لا ق ّ ة  الطا ي ام م  ام سالأ ن  ق مالث  ّ اّبت  الأا  ه…,… ,a, b, cالم ثم  ّض   الث

ّ ة   ّ الم

 الحالة الثانية 

ّ ةاذاك  تال 𝑓(𝑥)لاالهعلعال  = 𝑒𝑎𝑥

 كّ الح ال  ص

𝑦𝑝 =
1

𝜙(𝐷)
𝑒𝑎𝑥 =

𝑒𝑎𝑥

𝜙(𝑎)
 

 الحالة الثالثة 

𝑓(𝑥) = {
sin 𝑎𝑥
cos 𝑎𝑥

 

 ز 

𝑦𝑝 =
1

𝜙(𝐷)
{

sin 𝑎𝑥
cos 𝑎𝑥

 

𝑦𝑝 =
1

𝜙(𝐷2)
{

sin 𝑎𝑥
cos 𝑎𝑥

 

𝑦𝑝 =
1

𝜙(−𝑎2)
{

sin 𝑎𝑥
cos 𝑎𝑥

 

 

 الحالة الرابعة 

1

𝜙(𝐷)
𝑒𝑎𝑥  . 𝑉(𝑥)          

𝜙(𝑎) =  و                                  0

𝑦𝑝 ز  =
𝑒𝑎𝑥

𝜙(𝐷+𝐴)
. 𝑉(𝑥) 

′′𝑦   له ث ل/ لاالح ال   للم + 2𝑦′ = 𝑥2 − 1

𝑦𝑐الح / = 𝑒−𝑥(𝐶1 cos 𝑥 + 𝐶2 sin 𝑥)

𝑦𝑝 = 𝑎𝑋2 + 𝑏𝑥 + 𝐶 

𝑦′ = 2𝑎𝑥 + 𝑏          ,        𝑦′′ = 2𝑎 

2𝑎 + 2(2𝑎𝑥 + 𝑏) + 2(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝐶) = 𝑥2 − 1 
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2𝑎 + 4𝑎𝑥 + 2𝑏 + 2𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥 + 2𝐶 = 𝑥2 − 1 

2𝑎𝑥2 + (4𝑎 + 2𝑏)𝑥 + 2𝑎 + 2𝑏 + 2𝑐 = 𝑥2 − 1 

2𝑎 = 1  ⇒   𝑎
1

2
  

4𝑎 + 2𝑏 = 0 ⇒  4 (
1

2
) + 2𝑏 = 0 ⇒  𝑏 = −1 

2𝑎 + 2𝑏 + 2𝐶 = −1 ⇒ 2 (
1

2
) + 2(−1) + 2𝐶 = −1 

𝐶 = 0 

𝑦𝑝 =
1

2
𝑥2 − 𝑥 

𝑦 = 𝑦𝑐 + 𝑦𝑝  

𝑦 = 𝑒−𝑥(𝐶1 cos 𝑥 + 𝐶2 sin 𝑥) +
1

2
 𝑥2 − 𝑥 

 ث ل/ا  لاح الم   لهال أ  ل هام  ه

(𝐷2 + 2𝐷 − 3)𝑦 = 42 𝑒4𝑥  

𝑦𝑐 = 𝐶1𝑒𝑥 + 𝐶2𝑒−3𝑥  

𝑦𝑝 =
1

𝜙(𝐷)
 . 𝑓(𝑥) 

𝑦𝑝 =
1

𝜙(𝐷)
 . 42𝑒4𝑥  

𝑦𝑝 =
1

(𝐷 + 3)(𝐷 − 1)
 . 42𝑒4𝑥  

𝑦𝑝 =
42𝑒4𝑥

(4 + 3)(4 − 1)
 

𝑦𝑝 = 2𝑒4𝑥  

𝑦 = 𝑦𝑐 + 𝑦𝑝  

𝑦 = 𝐶1𝑒𝑥 + 𝐶2𝑒−3𝑥 + 2𝑒4𝑥   
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 الفصل الثاني
 الاعتياديةالعادية جمل المعادلات التفاضلية  2-1

(Normal systems of ordinary differential equations) 
nxxxك  ت ذا ,...,, اّ عللم حّلالمس   21  t:م   م ال ظ   إ 

(1.2)












































0...,,,,,...,,,

0...,,,,,...,,,

0...,,,,,...,,,

2

21
21

21
212

21
211

dt

dx

dt

dx

dt

dx
xxxtF

dt

dx

dt

dx

dt

dx
xxxtF

dt

dx

dt

dx

dt

dx
xxxtF

n
nn

n
n

n
n





 سمع ظ      م  أ  ل هع   ه  الا  هالأ لع 
  لوك :ه ظ    ك  ذاو ك وت ق بلهللح   لنس هللمو    (2.1)الموكلهللنظ  الم   م  ذاك  ت

(2.2)























),...,,,(

),...,,,(

),...,,,(

21

212

211
1

nn
n

n
n

n

xxxtf
dt

dx

xxxtf
dt

dx

xxxtf
dt

dx





 امع     ه    م  أ  ل ه ظ  (2.2) ل هعنلا ٍ  سمع ظ  الم   م ال أ 
الم   م ال أ  ل هامع     ه س  تعلا الم   م الموكلهله   ظ       ه

اّ عال  بلهللاش     عّهال  )(,)(,...,)(ح  ظ  الم   م ال أ  ل هامع     ه ّ نم 21 txtxtx nال   ذاعُّ ت  
لّت اّبت م عالم   م  لع ط          م  ظ  ح تّث الح ال   لنظ  الم   م ال أ  ل هامع     ه ّالح ال ت ح

اّبتام      ه   ها      هعلا    س  ت  ظ   ح  ظ  الم   م ال أ  ل هامع     هال تفن جع الح ال    إعط  الث
 ذا ش لنظ    وتح للنظ  م مك الح ّلعل    الح ال    سمعحلا ل    صق م  علا  ه سمعحلا 

 
 

 الاعتياديةتفاضلية المعادلات الطريقة حل جمل  2-1-1
(Method of solution normal systems) 

تّ ل     له:nك للافن  ظ  الم   م ال أ  ل هامع     هال   ح

(3-2)























),...,,,(

),...,,,(

),...,,,(

21

212
2

211
1

nn
n

n

n

xxxtf
dt

dx

xxxtf
dt

dx

xxxtf
dt

dx
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)1( ل ك الأ لع ثلا ه ل  يي ح     ظ   و   حلاى    م  nاة    ل ه   ك  اة  ّضع  
dt

dxiو    

)...,,3,2( ni :ال  ل همك  ئهال ظ   نح  علع(4.3)    م  ظ    ق  ع    ه   

(4-2)































),...,,,(

),...,,,(

),...,,,(

),...,,,(

21
1

)(

2111

1

)1(

2122

1

2

211
1

nnn

n

nnn

n

n

n

xxxtg
dt

xd

xxxtg
dt

xd

xxxtg
dt

xd

xxxtg
dt

dx



nxxx  يي ع   ةك   ب ...,,, )1(  الد32 nخه   الم   لهالأ ياة  (6.4)    لهالأ لع   ظ  الن  نه ّ    
1)(   ع  لنس هللn علع    له أ  ل ه  الا  ه ح     ظ   tx ل ك :















1

1

)1(

1
1

1 ,...,,,
n

n

n

n

dt

xd

dt

dx
xtF

dt

xd

1)(ع   ة ح    الم   له ح  علع  txلّه  الم غياا    ثم ح  علع  ق   ظ  المنه
)(...,,)(,)( 32 txtxtx n 

عي ِّ  الح ال   لنظ  الم   ل ي ال أ  لي ي :(: 2-1-6مثال )














ayx
dt

dy

yax
dt

dx



نح  علع: t و  الم   لهالأ لع اة احلاة  لنس هلدالحل: 

dt

dy

dt

dx
a

dt

xd


2

2



ّ ضع    ل  
dt

dy  الم   لهالث   ه ز  الم   لهالنلافلاةالوك :

ayx
dt

dx
a

dt

xd


2

2



  ل ه:وتو ن ح لن علع ظ  المك  نال














ayx
dt

dx
a

dt

xd

yax
dt

dx

2

2


:و   الم   لهالأ لعحيثy ع   ة  ي ِّ
ax

dt

dx
y 

   ّض  الم   لهالث   ه نح  علعالم   لهال أ  ل هال  ل ه:

0)1(2 2

2

2

 xa
dt

dx
a

dt

xd
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الح ال   له  الم   له ّ:
)sincos()( 21 tctcetx at 

ّ ض  االح   ع   ة  ح  علع:yب  
)cossin()( 21 tctceax

dt

dx
ty at 

ّ ث ب ي ك أيي   ح  ظ    محظ  
عي ِّ الح ال   لنظ  الم   ل ي ال أ  لي ي :(: 2-1-6مثال )
















y

x

dt

dy

ty
dt

dx

2

sin2



نح  علع: t لع اة احلاة  لنس هلد و  الم   لهالأالحل: 

t
dt

dy
y

dt

xd
cos2

2

2

 

ّ ضع    ل  
dt

dy:الم   لهالنلافلاة   ظ     ح  الم   لهالث   ه

tx
dt

xd

t
y

x
y

dt

xd

cos

cos
2

2

2

2

2

2







حله ال    ّ:ذا و ث لث ب ه         له أ  ل ه ط ه  الا  هالث   ه
tececx tt cos

2

1
21  

  الم   لهالأ لعللنظ  الأصل ه:ty)(  ي ع   ة

tecec

t
dt

dx
ty

tt sin
2

1

sin)(

21

2









  لا    الأ اةالس   هو  ل  يي     له أ  ل ه  لنس هللمنهّل(: 2-1-6ملاحظة )
1x1( لع و  الم   لهالأ( nاةثم 

nxxx ع   ةك     ي ِّ ...,,, )1(  الد32 nه   الم   لهالأ ياة      ظ    م(6.4)    لهالأ لع   ظ   ّ   
)1(و   كّ   لإ ك  وح       ن      له أ  ل هع   ه     هوق    nعلا   الماا وق    حلاىالم   م   ش    

)1( n لّه   ظ   الم   لهالن  نه ح   اّ عالمنه  ح  علعوحلاال 
عي ِّ ح  ظ  الم   م ال أ  ل هال  ل ه:(: 3-1-6مثال )





















yx
dt

dz

zx
dt

dy

zy
dt

dx



لاة   لال و  الم   لهالأ لع اة احالحل: 
dt

dy 
dt

dz   الم   ل ي الث   ه الث لثه:م ع    ه
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zyx

yxzx

dt

dz

dt

dy

dt

xd







2

)()(

2

2



  الم   لهالأ لع:y  ي ع   ة

02

2

2

2

2

2

2















x
dt

dx

dt

xd

zz
dt

dx
x

zyx
dt

xd



 حله ال    ّ:ذا و ث لث ب ه  الا  هالث   ه ط ه        له أ  ل ه
tt ececx 2

21  
للافن   الم   لهالأ لع) ثلا (:ty)(ع   ةل  يي 

zecec

z
dt

dx
y

tt 



 2

21 2



   ظ  الم ط ة نح  علع:الث لثه  ّض  الم   له
tecz

dt

dz 2

23

الا  هالأ لعحله ال    ّ:        له أ  ل ه ط ه  
tt ecectz 2

23)(  
   ل  ل :

tt ececcty 2

231 )()(  
 جمل المعادلات التفاضلية المتماثلة 6-2

(Symmetric systems of differential equations) 
 ظ  الم   م ال أ  ل ه  م ثله ذاك  ت  الوك :عسم 

(6.5)
)...,,,()...,,,()...,,,( 21212

2

211

1

nn

n

nn xxxf

dx

xxxf

dx

xxxf

dx
 

اّ ع مك اع    وت   nxxxال  ,...,, مّ 21 اّ عل  س  لا   ح الم   م ال أ  ل ه     ظ    س ط عال ّلل ا  ال ق ه 
)1( ك  ن ظ      م  أ  ل هامع     ه ؤلأه  (6.5)الم م ثله n    له  مثلا  ذااع  ا  و 

1xحّل س    م   
الم   له:علعالنس  ي الأ لع الث   ه ح  

),...,,(

),...,,(

211

212

1

2

n

n

xxxf

xxxf

dx

dx


   النس  ي الأ لع الث لثه ح  علعالم   له:

),...,,(

),...,,(

211

213

1

3

n

n

xxxf

xxxf

dx

dx


…  ك ا
   النس  ي الأ لع الأ ياة ح  علعالم   له:
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),...,,(

),...,,(

211

21

1 n

nnn

xxxf

xxxf

dx

dx


 مو    الطا  ه كّ    لاة  وغلبالأح      مك اي  لاا الطا  هالآ أهال كا  ح  ظ  الم   م ال أ  ل هالم م ثلهال 
 ك  ن ظ  (6.5)الم   م ال أ  ل هالم م ثلهو  ظ    م  مك ح  ظ      م  أ  ل ه  م ثله وك    ل 

)1( ؤلأه  ع   ه هامع     ه    م  أ  ل n1(ال   ف زل   ه حل  إ     له( nمّ  ظ   علاقهبي   ح
),...,,( 21 nxxx1( ( nن   س  ي    ظ  ث بتك أ   سمع   ال لاق   ك  لا و ل ه ف  ي ك  ك   و ل    لال  

اّ  المو اكهبينهم    حيث مك ح الم   لهال أ  ل هالن  نهعنهم    شاةو   لاح هال 
 مك   يي علا غيا ن    النسبالمس علاةل  يي ال ك  لا الأ ل ه  مع م  علعال  صهالأي ي هال  ل ه(: 1-2-6ملاحظة )

 ذاك  :لل ن يب ال   نصعلعو  

n

n

b

a

b

a

b

a
 

2

2

1

1

nkkk م و  وت ,..., مّ ( كّ :21 اّبتو   ح )ث

nn

nn

n

n

bkbkbk

akakak

b

a

b

a

b

a











2211

2211

2

2

1

1

حيثو   مك  ط ي    ال  صهعلع م عالنسبو علع  خه   إذاح لن    نهل ط ي    ال  صهعلع س ه    ه صأا
 أا لا  س     خع سطالنس ه

:ال  ل هعي ِّ الح ال   لنظ  الم   م ال أ  ل ه(: 1-2-6مثال )

z

dz

y

dy

yz

dx


2


  النس  ي الث   ه الث لثهللافن :الحل: 

z

dz

y

dy


و لللنظ   ذلك  لمك  لهالم  شاة  ّ:  و ل   ي  ك  لا 
zcyc

z

y
11 

/ النمع ح  علع:1بد/ه /  سطالنس هالث   ه     2بد/ه النس هالث لثه      خاب سط

yz

dydz

z

dz

y

dy

yz

dx






 2

2

2


  النس  ي الأ لع الأ ياة: ننلا

yz

dydz

yz

dx






 2

2

2


:النس  ي ط    س  ت     النس  ي الم س    ي فن ج س  ت س

2

2

2

2

2

czyx

cyzx

dydzdx









  ّال ك   الأ ل الث   للنظ   وتو الح ال    مث   لم   ل ي :









2

1

2 czyx

zcy

عي ِّ الح ال   لنظ  الم   م ال أ  ل ه:(: 2-2-6مثال )
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yz

dz

zxy

dy

xy

dx

22 222





  النس  ي الأ لع الث لثهللافن :الحل:

yz

dz

xy

dx

22


)2(  لاام     علعال    المو اك y ح  علع ك   و ل و ل:بي النس  ي 
zcx 1

zyx علعال ا يببده  خاب سطالنسبالس   ه      ه ح  علع: النمع  و  النس هالن  نه عالنس هالث لث2,2,2

yz

dz

zyxy

zdzydyxdx

2)(2

222
222






 ح  علع:y2   لاام     علع

z

dz

zyx

zdzydyxdx





222

222

: مك  له   الم   له ح  علع ك   و ل ث  ٍ
zczyx 2

222 
وتو الح ال    مث   لم   ل ي :









zczyx

zcx

2

222

1




:ال  ل هعي ِّ الح ال   لنظ  الم   م ال أ  ل ه: (3-2-6ثال )م

)()()( yxz

dz

xzy

dy

zyx

dx










ّ لا س  الحل:  وك  س ه س علاة:ال    مك   يي  ك   و ل  نهم    شاة م 

)()(

)(

)()()(

yxz

dz

xyz

yxd

yxz

dz

xzyzyx

dydx

















   ل  ل  ح  علع ك   و ل و ل ّ:
1czyx 

علاةو اى: وك  س ه س 

z

dz

yx

yxd

yxz

dz

xzxyzyxy

xdyydx













)(

)()()(

 ّ:   ل  ل  ح  علع ك   و ل ث  ٍ
2czyx 

الح ال   للنظ    طع  لم   ل ي :
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2

1

czyx

czyx

 جمل المعادلات التفاضلية الخطية ذات الأمثال الثابت 6-3
(System of linear differential equations with constant coefficients) 

الوك ال   لنظ  الم   م ال أ  ل هال ط هذا الأ ث لالث ب ه ّ:

(6.6)























)(

)(

)(

11
1

1

221212
1

21

111111
1

11

1

1

1

1

1

1

xhybyb
dx

yd
a

dx

yd
a

xhybyb
dx

yd
a

dx

yd
a

xhybyb
dx

yd
a

dx

yd
a

nnnnns

n

s

nns

s

n

nnm

n

m

nm

m

nnk

n

k

nk

k

n

n

n

n

n

n











nnnnو حيث baaa ,...,,..., وعلاا ث ب ه)      ظ  امع     ه؟( 1211
  ا  ه  زكثا ه   م ال أ  ل هال ط هذا الأ ث لالث ب م ح  م ال

   ا  اي ن علع ظ   ؤلأه   إ ن     له    م مللا ايه ظ   ؤلأه      ل ي n  ايه ظ   ؤلأه   م و 
    ل ي    اكال  م ملل   ئ 

 (Canceling method)طريقة الحذف  6-3-1
هذا الأ ث لالث ب هال  ل ه:ل ك للافن  ظ  الم   م ال أ  ل هال ط 

(6.7)
















)(

)(

22222

11111

2

2

2

2

1

1

1

1

thydxc
dt

yd
b

dt

xd
a

thydxc
dt

yd
b

dt

xd
a

m

m

n

n

m

m

n

n



لّ   ذا   ن t الم حّلالمس    ّty)( tx)(  م يحيثو ال    ي المنه
dt

d
D  ظ   ح  علع ظ      

الوك :

(6.8)








)()()(

)()()(

222

111

thyDgxDf

thyDgxDf

 ح الم   لهال أ  ل هالن  نهثم س أيلا  حله     يي   منهّل احلا أ  ل ه   مع م  علع ا  هالح ه ح  علع    له
اّبتام      ه  الح ال    س  ت ّ ه حلا كثياةالحلا  الن  نهع لا  هلال   عالمنهّلالآ اللنظ  علم  و علا الث   أ

ال  ل :الأ ث ل

)()(

)()(
)(

22

11

DgDf

DgDf
DF 

ّ ضالح ال    اّبتب   اّبتو كله  ف  ي ِّ ام    طبي الث ّ لاا    طبي   ضالث اّبتوكثا  ذلك إ  ف    إذا  جعلا   الث
  ض    م  ظ  و كله  

ح  ظ  ال  ل ه:(: 1-3-6مثال )

tx
dt

dy

dt

dx

tx
dt

dy

dt

dx





22

12
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 ظ  بلاملهالمؤثاال أ  ل   ك بالحل: 
dt

d
D  نح  علع:

tDyxD

tDyxD





2)12(

)1(12

  معالم   لهالن  نه عالم   لهالث   ه ح  علعالم   له:)2( خابالم   لهالأ لعبد
23)12()1(2  txDxD

ال  فن جعنه :

3

2
233  txtx 

 الم   لهالث   ه   ظ  الم ط ة نح  علع:  ّض 


3

4

3

8
22

3

2
2)1(2 t

dt

dy
t

dt

dy
tt

dt

dy

ctty 
3

4

2

1 2

تّث ب     هّ  ا  احلا  ك ف   محظو ح  ظ   ح
dt

d
D المحلا :ه  أس ّ    نو

D
DD

DD
3

212

1






ال  ل ه:ح  ظ  الم   م ال أ  ل ه(: 2-3-6مثال )

tyx
dt

dy

dt

dx

tyx
dt

dy

dt

dx

cos22

sin2432







 ك ب ظ  الم ط ةبلاملهالمؤثاال أ  ل الحل: 
dt

d
D  نح  علع:

tyDxD

tyDxD

cos)1()1(2

sin2)2(2)3(





)1(الأ لعبدالم   له ؤثاعلع D42(  ؤثاعلعالث   هبد( D نح  علع:









ttyDDxDD

ttyDDxDD

cos4sin2)1)(2(2)1)(2(4

sin2cos2)2)(1(2)3)(1(

لأ :
tttD sin2cos2)sin2)(1(  tttD cos4sin2cos)2(2 

  الث   ه      ظ   ح  علعالم   له:الأ لع طاحالم   له
txDDxDD cos2)23(4)34( 22 

: لوك  ال   ك ب

tx
dt

dx

dt

xd
cos25163

2

2



لم ن  سه  : الم   لهالممي ةللم   لهاhxح الم   لهالن  نه  ي و م ل  يي 
05163 2  kk

51 له    ا حق ق    م  k 
3

1
2 k   ل  ل :
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t
t

h ececxcxctx 3

1

2

5

12211)(


 
:للافن للم   لهغياالم ن  سهtxp)(ح   ص ي ي ل

)cos2(
516)1(3

1

)cos2(
5163

1
)(

2

t
D

t
DD

txp









 tt

tt

t
D

D

t
D

cossin8
65

1

1)1(64

cos)(cos8

)(cos
164

18

)(cos
18

1

2
















 

   ل  ل :

 ttecec

txtxtx

t
t

ph

cossin8
65

1

)()()(

3

1

2

5

1 








   حلاى    ل   ظ    م الم   لهالث   ه ثلا للافن :ty)(ع   ة  ي 
x

dt

dx
ty

dt

dy
22cos 


















 ttececty
dt

dy t
t sin

65

1
cos

65

8

3

1
52cos 3

1

2

5

1

 ttecec
t

t cossin8
65

2
22 3

1

2

5

1 




وتو :

ttececy
dt

dy t
t sin

65

14
cos

65

47

3

4
8 3

1

2

5

1 




        له ط ه  الا  هالأ لعحله ال    ّ:
































 3
3

1

2

5

1 sin
65

14
cos

65

47

3

4
8)( cdtttececeety

t
ttt

 وتو :

ttt

tt
t

ttt

ectdtee

tdteedteecdteecty

3

3

4

2

6

1

sin
65

14

cos
65

47

3

4
8)(







  










 إ ن زال ك  لا  ح  علع: 
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tt
e

e
e

ec
e

ecty
t

t

t

t
t

t sincos
265

47

4

3

3

4

6
8)(

3

4

2

6

1

ttt ecttee 3)cossin(
2

1

65

14









 

t
t

t ecttecec 3
3

1

2

5

1 sin
130

61
cos

130

33

3

4





ّ هو ث ل ظ   ّ: م و  حلا     أ

5163
142

23
2 




DD

DD

DD

تّث ب ي /2/  ا     ّ ض إ الح ال    نب ح    حلاى    ل   ظ   نلاو ty)( tx)(ع     ك أيي   ط ب  
03 c  ن :

ttececty
t

t sin
130

61
cos

130

33

3

4
)( 3

1

2

5

1 




 (Crammer's method)طريقة كرامر  6-3-2
ل ك للافن  ظ  الم   م ال أ  ل هال  ل ه:









)()()(

)()()(

222

111

thyDgxDf

thyDgxDf

ّ هو ث ل    ظ   ّ: إ   حلا   أ

)()(

)()(
)(

22

11

DgDf

DgDf
DF 

ب ط ي ق علاةكاا االم ا  هلنظ  الم   م الن ا هال ط هعلع ظ  الم   م ال ط هالم ط ة ح  علعالم   ل ي 
ال أ  لي ي ال  لي ي :

))()(())()(((6.9)
)()(

)()(
)( 2112

22

11
thDgthDg

Dgth

Dgth
xDF 

))()(())()(((6.10)
)()(

)()(
)( 1221

22

11
thDfthDf

thDf

thDf
yDF 

اّ ع  الأ ااهال منع  الم   ل ي      مك ك   ه   ي الم   ل ي   ام    (6.9) (6.8)لا ط ي المؤثاا علعال 
  لوك :

(6.11))()( txDF  
(6.12))()( tyDF  

 أسه  DF)(لحلا  الم   لهالممي ة أسه      ه    هكثياةا(6.12) (6.11)لكلاالم   ل ي 
ّ لاالح ال   لك     لهالم   ل ي  اّبتام      ه أّ    هكثياةالحلا  (6.12) (6.11)   نح  علععلا   الث

)(DF    اّبتام ّ لاام    طبي الث ّ ضالح     ضو ك     م  ظ  الأصل ه    هالن  نه  ب  
و  لاالح ال   لنظ  الم   ل ي ال  لي ي : (:3-3-6مثال )


















x

t

eyx
dt

dx

eyx
dt

dy

dt

dx

538

425
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 ك ب ظ    لوك :الحل: 















t

t

eyxD

eyDxD

53)8(

)45()12(

ّ هو ث ل ظ  الن  نه ّ:  حلا   أ

)2(2
38

1245
)( 2 




 DD

D

DD
DF

تّث ب ي ك أيي   ط  وتو الح ال    نبو  ح
ق علاةكاا اللافن :  

t

tttt

t

t

exDD

eeee
e

De
xDF

















4)2(

85103
35

12
)(

2



الم   لهال أ  ل هالن  نه ط ه  الا  هالث   هذا و ث لث ب ه حله ال    ّ:
ttt eecectx   2)( 2

2

1
حيثو 

21 ,ccث ب   ك ف    
   ق علاةكاا اللافن و خ  :

t

ttttt

t

t

eyDD

eeeee
eD

eD
yDF

















6)2(

1282025
58

45
)(

2



لهال أ  ل هالن  نه ط ه  الا  هالث   هذا و ث لث ب ه حله ال    ّ:الم   
ttt eececty   3)( 4

2

3
43حيثو  ,ccث ب   ك ف    

اّبتام      ه  ّضع       لهالث   ه   ظ   نح  علع:  الم  ty)( tx)(لإ ن  ال لاقهبي الث

ttttt

ttttt

eeecece

ececeecec









593316

8822

4

2

3

2

2

12

2

1

0)39()36( 42

2

31   tt eccecc
   ل  ل :

2413

42

31
3,2

039

036
cccc

cc

cc










وتو الح ال   للنظ   ّ:
ttt eecectx   2)( 2

2

1
ttt eececty   332)( 2

2

1
ّ لا ث ب هل  ز  علعذكا   ن  و اىلح  م الم   م ال أ  ل هال ط هذا الأ ث لال اا   

 تمارين محلولة
:ح  ظ  الم   م ال أ  ل هال  ل ه(1









02

02

yzy

yzz
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 نح  علع:x و  الم   لهالأ لع اة احلاة  لنس هلدالحل: 

02
2

2


dx

dy

dx

dz

dx

zd

ّ ضع    ل  
dx

dy   لهالث   ه ز  الم   لهالنلافلاةالوك :  الم

022
2

2

 yz
dx

dz

dx

zd

وتو ن ح لن علع ظ  المك  ئهال  ل ه:














022

02

2

2

yz
dx

dz

dx

zd

yz
dx

dz



:و   الم   لهالأ لعحيثy ع   ة  ي ِّ
z

dx

dz
y 2

الم   لهال أ  ل هال  ل ه:   ّض  الم   لهالث   ه نح  علع

034

0222

2

2

2

2













z
dx

dz

dx

zd

z
dx

dz
z

dx

dz

dx

zd



 ّ:الن  نهالح ال   للم   له
xx ececxz   2

3

)(1
ّ ض  االح   ع   ة  ح  علع:yب  

xx

xxxx

ecec

ecececec

z
dx

dz
xy











2

3

1

2

3

12

3

1 )(23

2)(



:ح  ظ  الم   م ال أ  ل هال  ل ه(2









0122

05

yyz

yzz

 نح  علع:x و  الم   لهالأ لع اة احلاة  لنس هلدالحل: 

05
2

2


dx

dy

dx

dz

dx

zd

ّ ضع    ل  
dx

dy  الم   لهالث   ه ز  الم   لهالنلافلاةالوك :

06010
2

2

 y
dx

dz

dx

dz

dx

zd

:وتو ن ح لن علع ظ  المك  ئهال  ل ه
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06011

05

2

2

y
dx

dz

dx

zd

yz
dx

dz



:و   الم   لهالأ لعحيثy ع   ة  ي ِّ

5

z
dx

dz

y





   ّض  الم   لهالث   ه نح  علعالم   لهال أ  ل هال  ل ه:

012

01211

2

2

2

2













z
dx

dz

dx

zd

z
dx

dz

dx

dz

dx

zd



 ّ:الن  نهالح ال   للم   له
xx ececxz 4

2

3

1)(  
ّ ض  االح   ع   ة  ح  علع:yب  

xx

xxxx

ecec

ecececec

z
dx

dz

xy

4

2

3

1

4

2

3

12

3

1

5

2

5

)(43

5
)(
















:ح  ظ  الم   م ال أ  ل هال  ل ه(3














xzy
dx

dz

xzy
dx

dy

cos24

sin2



 نح  علع:x و  الم   لهالأ لع اة احلاة  لنس هلدالحل: 

x
dx

dz

dx

dy

dx

yd
cos2

2

2



ّ ضع    ل  
dx

dz  الم   لهالث   ه ز  الم   لهالنلافلاةالوك :

xxzy
dx

dy

dx

yd
coscos242

2

2



وتو ن ح لن علع ظ  المك  ئهال  ل ه:














0242

sin2

2

2

zy
dx

dy

dx

yd

xzy
dx

dy



:و   الم   لهالأ لعحيثz ع   ة  ي ِّ
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xy
dx

dy
z sin2 

   ّض  الم   لهالث   ه نح  علعالم   لهال أ  ل هال  ل ه:

x
dx

yd

xy
dx

dy
y

dx

dy

dx

yd

sin2

0sin24242

2

2

2

2







 ّ:الن  نهالح ال   للم   له
xxccxy sin2)( 21 

ّ ض  االح   ع   ة  ح  علع:zب  

xxxccc

xxxccxc

xy
dx
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 الفصل الثالث :

 الًعتيادية التفاضليةعادلًت مه المظطريقه راوث لقياس استقراريه ان 

 تزهير راوث طريقة باستخدام الخلفية التغذية ذات التحكم أنظمة استقرار دراسة هنا نتناول سوف

.Routh Hurwitz Criteria 

 

 Stability :System الًنظمة استقرار تعريف
 :وكان الخطوة الشارة للنظام الزمنية الاستجابة هى y(t) أن بفرض

Lim y(t)  L 
t  

 .محددة قيمة ذو L كان إذا مستقرا يكون النظام فان

ً  درسنا وكما  :الصورة على تكون والثانية الأولى الرتبة لنظم الزمنية الاستجابة أن سابقا

y(t)  A1  A2 e
ri t 

 
 A 

 

 :الأسية الدالة خصائص ومن للنظام، المميزة المعادلة جذور هى ri حيث
r  0 

Lim A e
r
 
t
  

 
0 

t   
 


r  0 

r  0 

 هذا جذور جميع أن أى، سالبة للنظام المميزة المعادلة جذور كانت إذا (Stable) مستقراً  يكون النظام بأن القول يمكن فانه

 المركب الإحداثيات مستوى مان الأيسر النصف في عتق المعادلة

.Left Hand Side of S-plane (RHS) 

 الايمن النصف ىف الجذر هاذا ويقع مستقر غير نظامال ليكون موجباً  واحداً  جذراً  يكون أن ويكفى

 S-plane of Side Hand .Right (RHS) المركب الإحداثيات مستوى من

 

 لدراسة راوث وطريقة .معقدة تكون للنظاام المميزة المعادلة جذورحساب  عملية فان العليا، الرتب ذات الأنظمة حالة فى ولكن

 استقرار عن تمعلوما تعطي جبرية طريقة فهى الأنظمة استقرار

 .للنظام المميزة المعادلة جذور حساب الى الحاجة دون النظم

 

 :راوث جدول
 :التالي الشكل على للنظام الزمنية التفاضلية المعادلة لتكن

an y
(n)

 (t)  an1 y
(n1)

 (t)   a2 y′ (t)  a1 y(t)  a0 y(t)  u(t) (1) 

 :حبث

  y(t)ير للمتغ الأولىهى المشتقة 

 y(t) للمتغير الثانية المشتقة هى

y(t) 

y′ (t) 
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 (1) للمعادلة لابلاس تحويل بأخذ

 :التالي الشكل على للنظام

an s
n
  an1 s

n1
  an2 s

n2
   a2 s

2
  a1 s  a0  0 

 :كالتالي  راوث جدول بناء يتم للنظام، المميزة المعادلة من

 
 

 

bn1 

 

 
(an1)(an2 )  an (an3 ) 

a 

 :حيث

 

 

bn3 

n1 

 
(an1)(an4 )  an (an5 ) 

a 
 

 

cn1 

n1 

 
(bn1)(an3 )  (an1)(bn3 ) 

b 
 

 

n1 

n1 

 
(bn1)(an5 )  (an1)(bn5 )  

b 
n1 

 

 :النظم الستقرار راوث معيار
 

 

 مستقر غير يكون النظام فان راوث، جدول من الأول العمود إشارات فى تغيراً  هناك كان وإذا

 (RHS) يساوى

 عددها

 ويوجد النصف فى الجذور بعض المركب الإحداثيات مستوى من الأيمن

 .راوث جدول من الأول ودالعم عناصر إشارة فى التغيرات عدد

 

 1:مثال
 :التالي النظام لدينا ليكن

y′ (t)  2 y(t)  3 y(t)  5 u(t)  (ب)اكتب المعادلة المميزة للنظام النظام استقرار اختبر   

 .الإشارة نفس لها راوث جدول فى الْول العمود عناصر كل كانت إذا مستقراا  النظام يكون
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y′ (t)  2 y(t)  3 y(t)  5 u(t) 

 :الالحـــ

 :ئيةالابتدا الشروط إهمال مع المعادلة لهذه لابلاس تحويل بأخذ (1)

s
2
 Y(s)  2 s Y(s)  3 Y(s)  5 U(s) 

 (s
2
  2 s  3) Y(s)  5 U(s) 

 
Y(s) 

U(s) 
 

5 

s
2
  2 s  3 

 

 

 :هى للنظام المميزة المعادلة

s
2
  2s 3 0  

 :النظام استقرار اختبار )ب(

 :هو للنظام راوث جدول

s
2
 1 3 

s
1
 2 0 

s
0
 3 0 

 .مستقر النظام فان راوث، جدول من الأول العمود عناصر إشارات فى تغيير يوجد ال انه حيث

 2:مثال
 :التالي النظام لدينا ليكن

y′(t)  2 y′ (t)  2 y(t)  10 y(t)  u(t) 

 

 

 :الحــــل

y′(t)  2 y′ (t)  2 y(t)  10 y(t)  u(t) 

 

 اكتب المعادلة المميزة للنظام ( )أ

 النظام استقرار اختبر)ب( 

 :الابتدائية الشروط إهمال مع المعادلة لهذه الابلاس تحويل خذبأ (1)

s
3
 Y(s)  2s

2
 Y(s)  2s Y(s)  10 Y(s)  U(s) 

 (s
3
  2s

2
  2s  10) Y(s)  U(s) 

 
Y(s) 

U(s) 
 

5 

s
3
  2s

2
  2s  10 

 

 

 

 :هى للنظام المميزة المعادلة

s
3
  2s

2
  2s 10  0  

 :لنظاما استقرار اختبار )ب(

 :هو للنظام راوث جدول
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s3 1 2 

s 2 2 10 

s  3 0 

s 0 10 0 

 تغييرين يوجد راوث، جدول من الأول العمود عناصر إشارات فى لذلك فان النظام غير يكون

 الإحداثيات مستوى من الأيمن النصف فى للنظام المميزة المعادلة جذور من جذرين ويوجد مستقر

 )RHS). المركب

 3:لمثا
 :التالي النظام استقرار اختبر

s
5
  s

4
  3s

3
  9s

2
  16s  10  0 

 

 :الحــــل

 

 

 :هو للنظام راوث جدول
 

s5 1 

s4 1 

s3  6 

s2 10 

s1 12 

s0 10 

3 16 

9 10 

6 0 

10 0 

0 0 

0 0 

 رينجذ ويوجد مستقر غير النظام فان وبالتالي ،الأول العمود عناصر الإشارة فى تغيرين يوجد

 RHP الأيمن المركب المستوى نصف فى

 :هيرتز راوث لحدوث خاصة حالًت
 :الْول العمود فى "صفر" ظهور :الْولى الحالة

 :مثال

 :التالي النظام استقرار اختبر

s
4
  s

3
  2s

2
  2s  3  0 

s4 1 2 

s3 1 2 

s2  3 

s1 a 0 

s0 3 0 3 

0 

0 a 

0 
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Lim a  
0  3 

  


 أن حيث   0 فان

  0 0 

 في جذرين ويوجد مستقر غير النظام فان وبالتالي الأول العمود فى الإشارة فى تغيرين يوجد 

 .الأيمن المركب المستوى نصف

 ":أصفار" كله صف ظهور :الثانية الحالة
 ىللمستو التخيلي المحور على جذور وجود يعني راوث جداول في أصفار كله صف وجود

 „(RHS).أ المركب

 :مثال
 :التالي النظام استقرار اختبر

s
4
  2s

3
  9s

2
  4s  14  0 

 :الحــــل

s4 1 9 14 

s3 2 4 0 

s2 7 14 0 

s1 0 0 0 

s0   












 :هى المساعدة المعادلة .الاستقرار حدود على يكون النظام

A(s)  7 s
2
  14  0  s

2
  2  0  s   j 

 .المركب للمستوى التخيلي المحور على جذرين دويوج

 :مثال
 :التالي النظام استقرار اختبر

s
6
  s

5
  5s

4
  s

3
  2s

2
  2s  8  0 

 :الحــــل

s6 

s5 

s4 

s3 

s2 

s1 

s0 

2 

1 5 2  8 

1 1  2 0 

4 4  8 0 

0 0 0 0 
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 .سالبة معاملات بها المميزة المعادلة ألن مستقر غير النظام

 إيجادها يمكن المركب للمستوى لىالتخي المحور على جذور وجود معناه أصفار كله صف وجود

 :كالاتي

 :هى المساعدة المعادلة

A(s)  4sdA(s) ds 

 

s6 s5 s4 s3 s2 s1 s0 

4
  4s

2
  8  0 

 16 s
3
  8s 

 

 :كالآتي السابق الجدول كتابة بإعادة

 

 

 الأول العمود فى الإشارة فى واحد تغير يوجد 

 .الأيمن المركب المستوى نصف فى واحد جذر ويوجد مستقر غير النظام فان وبالتالي
 

 

 

D(s)  1  K G(s) H(s)  0 

 :للضبط القابلة النظم :الثالثة الحالة
 :هى المميزة المعادلة لتكن

 

 مستقرا؟ النظام هذه تجعل التى K الكسب معامل قيمة ماهى

 :مثال
 مستوى نم الأيسر النصف في الآتية للمعادلة جذور تجعل التى K الكسب معامل قيمة أوجد

 (مستقراً  النظام تجعل أى) المركب الإحداثيات

s
4
  2s

3
  4s

2
  2s  K  0 

 

 

s4 

s3 

 

 :الحــــل

 

 

 :هو المعادلة لهذه راوث جدول

s2 a 

s1 

s0 

6  2 K 

3 

 

 

 

 

  a 0 يكون أن يجب مستقراً  النظام يكون كى

1 4 K 

2 2 0 

3 K 0 

a 0 0 

K 0 0 

 

1 5 2  8 

1 1  2 0 

4 4  8 0 

16 8 0 0 

2  8 0 0 

72 0 0 0 

 8 0 0 0 
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6  2 K 

 0 


3 
6  2 K  0   2 K  6 

 2 K  6 



K  0 

K  3 

 :يكون أن يجب لذلك ،الأول العمود فى بمفردها تظهر K لكن

 قيمة K المركبة الإحداثيات مستوى من الأيسر النصف فى السابقة المعادلة جذور تجعل التي 

 :هى )مستقراً  النظام تجعل التي أى(

 

 :هى المساعدة المعادلة فان التاليوب أصفار كله صف على نحصل K = 2 القيمة عند

A(s)  3s
2
  K  0  3s

2
  3  0 

 s
2
  1  0  s   j 

 

 :على نحصل المساعدة المعادلة على المميزة المعادلة وبقسمة
 

 

 s
4
  2s

3
  4s

2
  2s  3  (s

2
  1) (s

2
  2s  3) 

 (s  j) (s  j) (s  1  j 2) (s  1  j 2) 
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 تمارين
 

 :التالية النظم استقرار اختبر تز،هير راوث طريقة باستخدام (1)
 

(a) s
4
  2s

3
  3s

2
  4s  1 (b) s

5
  s

4
  4s

3
  24s

2
  3s  63 

(c) s
4
  s

3
  2s

2
  6s  8 (d) s

4
  3s

2
  4 

(e) s
4
  2s

3
  5s

2
  4s  14 (f ) s

5
  3s

4
  4s

3
  7s

2
  4s  2 

(g) 3s
5
  2s

3
  s (h) 2s

5
  4s

4
  s

3
  2s

2
  3s  6 

(i) 5s
4
  6s

3
  2s

2
  4s  5 (i) 2s

4
  2s

3
  s

2
  s  3 

 المميزة المعادلة (2) .للمستوى المركب الأيمنتقع فى النصف  التي)أن وجدت ( ، أوجد عدد الجذور الحالةفى جميع 

 تجعل التي K ةقيم أوجد .أسفله معطاة خلفية تغذية ذات تحكم نظم لمجموعة

 .كل حالة فى مستقراً  النظام تجعل التي
 

(a) s
4
  22s

3
  10s

2
  2s  K (b) s

3
  (2  K) s

2
  (8 16K)s  6 

(c) s
4
  s

3
  3s

2
  2s  4  K (d) s

5
  s

4
  2s

3
  s

2
  s  K 

 

 للحلقة الناقلة الةالد خلفية، تغذية ذو تحكم نظام رالاستقرا اللازم K الكسب معامل مدى أوجد (3)

 :كالتالي معطاة له المفتوحة

(a) G(s)  
K 

(b) G(s)  
K

 
 

 

s (s  1) (s  2) s (s
3
  6s

2
  1) (s  6) 

 :هى له المميزة المعادلة خلفية، تغذية ذو تحكم نظام (4)

s
3
  (4  K) s

2
  6s  16  8K  0 

 

 يصبح أن قبل النظام لهذا افتراضها يمكن التى

 لمعامل الموجبة القصوى القيمة أوجد K كسبلا

مستقر غير النظام . 
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 .المتعلقة بالأنظمة الخطية والإشارات بشكل مبسط وواضح

2. "Control Systems Engineering" لدـ Norman S. Nise.  يغطدي هدذا الكتداب مجموعدة واسدعة مدن

 .نظمة الخطية والتحكم، بما في ذلك استقرارية الأنظمةالموضوعات المتعلقة بالأ
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 .الهندسة التحكم الحديثة بما في ذلك المعادلات التفاضلية الخطية واستقراريتها
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 .الديناميكية والتحكمتتناول الأنظمة 

باسددتخدام هددذه المصددادر، يمكنددك فهددم الأساسدديات والمفدداهيم المتقدمددة لاسددتقرارية أنظمددة المعددادلات التفاضددلية 

 .الخطية بطريقة راوث وتطبيقها في مختلف المجالات

بالتأكيد، إليك بعض المصادر الإضافية التي يمكدن أن تسداعدك فدي فهدم اسدتقرارية أنظمدة المعدادلات التفاضدلية 

 :الخطية بطريقة راوث

6. "Applied Linear Algebra and Optimization Using MATLAB" لدـ Loren Shure.  يدوفر

ويمكدن اسدتخدامه فدي فهدم كيفيدة  ،MATLAB هذا الكتداب مقدمدة شداملة للجبدر الخطدي وتطبيقاتده باسدتخدام

 .تطبيق مفاهيم الجبر الخطي في حل المعادلات التفاضلية الخطية
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7. "Numerical Methods for Ordinary Differential Equations" لدـ J. C. Butcher.  يركدز هدذا

فهدم كيفيدة تقددير الكتاب على الأساليب العددية لحدل المعدادلات التفاضدلية العاديدة، ويمكدن أن يكدون مفيدداً فدي 

 .الاستقرارية للأنظمة الخطية

8. "Stability Theory of Differential Equations" لـ Richard Bellman.  ًيعتبر هذا الكتاب مرجعا

 .هامًا في نظرية الاستقرار للمعادلات التفاضلية، ويمكن أن يوفر رؤية عميقة في هذا المجال

9. "Differential Equations and Their Applications" لدـ Martin Braun.  يعدرض هدذا الكتداب

مفاهيم المعادلات التفاضلية بطريقة تطبيقية، ويمكن أن يكون مفيداً في فهم كيفية استخدام المعادلات التفاضلية 

 .في تحليل الأنظمة وتحديد استقراريتها

جددلات العلميددة المتخصصددة فددي مجددالات الهندسددة والرياضدديات المقددالات والأبحدداث المنشددورة فددي الم .10

 .التطبيقية، والتي تركز على مواضيع الاستقرارية والأنظمة الديناميكية

 

 

 

 

 

 

 

 

 


