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 الاهداء

  (لال تعالى:)لل اعملوا فسٌرى الله عملكم ورسوله والمؤمنون

 .. النهار إلا بطاعتنإلهً لا ٌطٌب اللٌل إلا بشكرن ولا ٌطٌب 

ولا تطٌب اللحظات إلا بذكرن .. ولا تطٌب الآخرة إلا بعفون 

 الله جل جلاله ... ولا تطٌب الجنة إلا برؤٌتن

إلى من بلغ الرسالة وأدى الأمانة .. ونصح الأمة .. إلى نبً 

 الرحمة ونور العالمٌن سٌدنا محمد صلى الله عليه وسلم

لولار .. إلى من علمنً العطاء إلى من كلله الله بالهٌبة وا

 عزٌزبدون انتظار ... إلى من أحمل أسمه بكل افتخار والدي ال

إلى ملاكً فً الحٌاة .. إلى معنى الحب وإلى معنى الحنان 

والتفانً .. إلى بسمة الحٌاة وسر الوجود إلى من كان دعائها 

أمً  سر نجاحً وحنانها بلسم جراحً إلى أغلى الحباٌب

 الحبٌبة

 ى الذٌن حملوا ألدس رسالة فً الحٌاة إلى الذٌن مهدوا لناإل

 طرٌك العلم والمعرفة .. أساتذتنا الأفاضل
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 الشكر والتمدٌر

 ... الحمد والشكر الله أولا وأخرا

ألدم شكري وامتنانً إلى جمٌع من أعانونً وساعدونً فً إخراج 

أبدوها لً مة التً هذا البحث بفضلهم وجهدهم على الآراء المٌ

فً جمٌع الاساتذة وإلى  تً تغرٌد عبد الكرٌم حاتموخصوصاً مشرف

المسم عموماً ، وراجٌاً من الله أن أكون لد أصبت أكثر مما أخطأت 

وأن ٌستفاد مما بذلت من جهود أملاً أن أكون لد أعطٌت الموضوع 

 وٌنفعنا بما علمنا بعض حمه ، وأسأل الله أن ٌعلمنا ما ٌنفعنا،
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 الملخص

 

ٌتناول هذا البحث موضوع المعادلات الدٌفونتٌة الخاصة حٌث تم التعارف 

على مفهومها، مع ذكر بعض العلماء الذٌن ساهموا فً تطوٌر المعادلات 

الدٌفونتٌة لتصل الى شكلها الحالً كما تعرفنا فً البحث على بعض 

تها المعادلات الاعتٌادٌة مع ذكر عدة امثلة والتً تم اثبت دورها ومساهما

فً مجال الرٌاضٌات، كما ان للمبرهنات المعادلات الخطٌة اهمٌة كبٌرة حٌث 

تم ذكر بعض الامثلة علٌها وطرق حلها، وفً نهاٌة البحث تم ذكر بعض 

وابرز الطرق هً طرٌمة  ،الطرق التً تستخدم فً حالة المعادلات الدٌفونتٌة

(modوالتً تعتبر من اكثر اطرق استخدما لٌتوصل البحث )  الى نتٌجة

مفادها ان للمعادلات الدٌفونتٌة دور كبٌر فً حل العدٌد من المسائل، كما ان 

 هنان العدٌد من الطرق التً ٌتم فٌها حل المعادلات الدٌفونتٌة.

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

6 

 ............................الممدمة........................................................

 الممدمة:

نالت المعادلات الدٌفونتٌة الخاصة الكثٌر من الاهتمام وشغلت بال العدٌد  لمد

من العلماء على مدار سنوات وانطلالا من هذه الاهمٌة جاء هذا البحث تحت 

عنوان " المعادلات الدٌفونتٌة الخاصة" وكان على ثلاث فصل, تناول الفصل 

وكذلن تم ذكر بعض  الاول مفهوم المعادلات والعماء الٌن سعوا فً تطوٌرها

الامثلة على المعادلات الدٌفونتٌة, اما الفصل الثانً فمد تحدث عن المعادلات 

الدٌفونتٌة الخطٌة, حٌث تم الاشارة فً بداٌة الفصل الى المبرهنات المهمة 

المستخدمة فً حل المعادلات الدٌفونتٌة الخطٌة لٌنتهً ببعض الامثلة 

الثالث فمد تحدث عن بعض الطرق ما الفصل والمعادلات الدٌفونتٌة الخطٌة, ا

المستخدمة فً حل المعادلات الدٌفونتٌة لٌنتهً فً الخاتمة التً اوصلتنا الى 

اهمٌة المعادلات الدٌفونتٌة ومدى تأثٌرها فً مجال الرٌاضٌات لٌكون شكل 

 البحث النهائً بهذه الصورة:

 مفهوم المعادلات الدٌفونتٌة الخاصة (1)

 الدٌفونتٌة الخطٌةالمعادلات  (2)

 الطرق المستخدمة فً حل المعادلات الدٌفونتٌة الخاصة (3)

ت وبشكل فعال فً كتابة البحث على عدة مصادر ساهم وتم الاعتماد فً

 تبلور افكار البحث حٌث تم الاشارة الٌها فً المصادر فً نهاٌة البحث.
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 الفصل الاول

 نتٌة الخاصةمفهوم المعادلات الدٌفو
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 الفصل الاول...................................................................................

 ولاً: الممدمةا

الإسكندري , وذلن  و العالم  دٌوفانتسٌأتً اسم المعادلات الدٌفونتٌة من اسم العالم الذي درسها وه

تبر تعو ," Arithmatica فً فترة بٌن المرن الثالث الرابع لبل المٌلاد فً كتابه  " العددٌة

الرٌاضٌات باعتبارها مجالا مهما, حٌث اختلاف  الات النشٌطة فًالمجالمعادلات الدٌفونتٌة من 

ت وذلن لبل العالم الاسكندري العلماء عللى بداٌة انطلالها , فمد حل العالم فٌثاغورس لعض المعادلا

ق.م(هو 476بحوالً لرنٌن من الزمن, كما ان هنان من ٌعتمد بأن العالم الهندي أرٌابهاتا وذلن فً )

 .[3]اول من وضع طرق عامة للتعامل وحل المعادلات الدٌفونتٌة

 

 ثانٌا: تعرف المعادلات الدٌفونتٌة:

ٌمل عددها عن عدد المجاهٌل الواردة فٌها, وبالتالً لد ٌكون لها عدد كبٌر من  هً المعادلات

 .[1]الحلول الممكنة )وهً حلول عددٌة صحٌحة(

 

 :) المعادلات الاعتٌادٌة( ثالثا: انواع المعادلات الدٌفونتٌة العامة

 المعادلات التً لا تحتوي على متغٌر. .1

 المعادلات ذات الحلول الصغٌرة. .2

 ت فً متغٌر واحد.المعادلا .3

 المعادلات المكافئة. .4

 المعادلات التً لٌس لها حلول حمٌمٌة. .5

 (modالمعادلات التً لا تحل بطرٌمة الـ) .6

 .[5]المعادلات التً ٌمكن اختصرها الى معادلات اصغر .7

 

 :[4]رابعا: العلماء الذٌن درسوا المعادلات الدٌفونتٌة

الاخٌر من كتابة )الجبر و الممابلة( وهو الجزء لمد تطرق الخوارزمً فً الجزاء  الخوارزمً: .1

دة إلا ان لا شًء ٌدل على المخصص لمسائل التركة و المسمة الى بعض المسائل غٌر المحدو

 اهتمامه بالمعادلات الدٌوفنتٌة
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 ...................................................................................الفصل الاول

فً كتابة )الطرٌف فً الحساب( ان بعض  لد بٌن ابو كامل كامل شجاع بن اسلم المصري:بو  .2

وهً المسائل السٌالة او  بإعداد صحٌحةالمسائل تبمً وحٌدة الحل و بعضها له عدة حلول 

عداد لٌست صحٌحة ,ولد اورد العدٌد من الامثلة و حلها ,و بعضها له عدة حلول بإ الدٌوفنتٌة

اما فً كتابة)كتاب فً الجبر و الممابلة( الذي كتبه فً  ن الاسلوب الهندي.بطرٌمة تختلف ع

من الدرجة الثانٌة, واربعة انظمة معادلات  ه ثمانٌة و ثلاثون مسالة دٌوفنتٌة م عالج ف880ٌ

 خطٌة غٌر محددة , و مجموعة من مسائل تعود إلى متوالٌات حسابٌة.

 

:تناول الو بكر الكرجً فً كتابة) البدٌع فً الحساب ( نظام  محمد بن الحسٌن الكرجًابو بكر  .3

 خطً ٌحتوي خمسة مجاهٌل و هو

 

  
 

 
      ) s     ,               

 

 
             

                   

  
 

 
                    ,      

 

 
          

 و معادلات من النوع

                 ,                                             

             ,             ,                                        

 ثم درس انظمة المعادلات من الشكل 

         ,                                          

  

الباهر فً الجبر( درس السمؤال المغربً فً كتابة): ابن ٌحٌى ابن عباس المغربً السمؤال .4

 معادلات من شكل

           ,                                           

ابً جعفر الخازن : ٌعتبر ابً جعفر من العلماء  المسلمٌن الذٌن درسوا المثلثات العددٌة المائمة  .5

  اثبت فً بحثه انه:الزاوٌة حٌث 
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 الفصل الاول................................................................................. 

 تٌة متكافئة.ٌاً , فان الشروط الأعدداً زوج x, وكان         ,     𝜖   x, y, z اذا كانت

1)          

و احدهما فردي و الاخر زوجً بحٌث         , m,n توجد اعداد صحٌحه موجبة  (2

 .      ,         ,         ان 

     ثم ٌثبت لضاٌا اخرى , و ٌحل المعادله 
        

 , و ٌدرس المعادلتٌن   

 

          ,                                         

مسالة تحلٌل العدد الطبٌعً الى مجموع مربعات  المران العاشر للمٌلادوبحث اٌضاً فً 

 اعداد طبٌعٌة.

 عن فً بحثه اء المسلمٌن بعد ابً جعفر حٌث تطرقأبً الجود بن اللٌث: وهو ثانً العلم .6

, الى الشروط اللازمة لتكوٌن المثلثات البدائٌة, وانشى جداول المثلثات العددٌة المائمة الزاوٌة

ها, ونسبة هذه المساحات الى المحٌطات وانطلالا من ثنائٌات لتسجٌل اضلاع المثلثات ومساحت

 اعداد صحٌحة:

                  

 محمد بالر الٌزدي : كتب الٌزدي ٌحثاً صغٌراً لحل المعادلة الدٌوفنتٌة  .7

 

     
    

        
  

 

 .[5]الدٌفونتٌة خامسا: بعض المعادلات

ً تم بحثها من لبل كل من الكرج,و التً                 ,          المعادلتٌن .1

و الخجندي و الخازن و ابن سٌنا و الخٌام و البٌرونً و ابن الخوام البغدادي و كمال الدٌن 

 الفارسً مؤكدٌن عدم وجود اعداد صحٌحة تحمك اٌاً منهما

عداد , درست هذا المعادلة من لبل فٌرما مؤكداً عدم وجود ا    ,           .2

نجلٌزي من لبل الإ , و اثبت صحة ذلن         صحٌحة تحمك تلن المعادلة بشرط ان 

 و منح علٌه مٌدالٌة فٌلد فً الرٌاضٌات . م1994اندرو واٌلس سنة 

بدلاً  لٌست مربعاً كاملاً و التً تنسب الى الإنجلٌزي جون بل dان  , حٌث          .3

مخمناً و جود حل واحد على الالل لتلن المعادلة ٌختلف عن م 1657من فٌرماً الذي وضعها سنة 

 هً          تحمك المعادلة  x , y), فمثلاً الل لٌم إلى)            
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 الاول..................................................................................الفصل 

فهً           ( تحمك المعادلة x , y. اما الل لٌم إلى )             .4

                  

سنة  م و نشر الالمانً دٌركل1768ًو لد اثبت تخمٌن فٌرما من لبل الفرنسً لاجرانج سنة 

م فٌها الدوال استخد         م طرٌمة لحساب الل الاعداد التً تحمك المعادلة 1837

م طرٌمة اخرى لحساب الل الاعداد التً تحمك 1863المثلثٌة , و اعطى الالمانً كرونكر سنة 

 تلن المعادلة بإستخدام الدوال النالصٌة 

 

 بانه إذا كانم و خمن 1844, التً وضعها كاتلان سنة          .5

ولد اثبت  ,             , فان الحل الوحٌد لهذه المعادلة هو             

 مٌن .م صحة ذلن التخ2003لسكو سنة مٌهٌ

م عندما خمن بروجارد بان الحلول 1885, ٌعود تارٌخ هذه المعادلة إلى سنة          .6

م 1895, و فً سنة                            هً  Zالوحٌدة لها فً 

       كتب الهندي رامنجٌن نفس التخمٌن , ولد اثبت كراٌجن صحة ذلن التخمٌن لكل 

م من لبل الإنجلٌزي موردل 1922, و التً تسمى معادلة موردل المكتشفة سنة          .7

اد و التً تمثل منحٌاً نالصاً فً المستوى الاسماطً الحمٌمً , فان وجود او عدم وجود اعد

للمعادلة  Z, فان الحلول الوحٌدة فً     . فاذا كانت  kصحٌحة تحمك المعادلة ٌعتمد على لٌمة

, فلٌس للمعادلة      . اما اذا كان                       , هً         

  ,هً Z, فان الحلول الوحٌدة فً       , و إذا كان  Zحل فً         

                        . 
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 الفصل الثانً

 المعادلات الدٌفونتٌة الخطٌة
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 الفصل الثانً..................................................................................

 اولا: المبرهنات المستخدمة فً حل المعادلات الدٌوفنتٌة الخطٌة:

 

 :[6]المبرهنة الاولى 

 , فإن        إذا كان 

            - أ

⋀      - ب           

           ⋀      - ت

⋀      - ث           

                     ⋀    - ج

 

 البرهان:

 سنثبت )ا(,)ت(,)ج(

 , وعلٌة فإن       بحٌث أن      , إذاً ٌوجد     )أ(نفرض أن 

|  |  | || | | |لا ٌساوي صفراً. إذاً     . لكن كلاً من     | |و     فإذا كانت    

| | | |أو     |  |ن , فإ    | |, إذاً      | |      و منه ٌنتج أن    

 .     فمن الواضح ان      . وإذا كان      ,

 

. ولإثبات العكس نفرض أن       و    فمن الواضح أن      )ت( إذا كان 

ومنه       , وعلٌة فإن       حٌث             . إذاً       و    

      حسب )أ(, وعلٌة فإن        . إذاً      ٌنتج 

 

       حٌث             بالفرض , إذاً       و    )ج( بما أن 

 , إذاً     لكل               و     لكل              

        . إذاً        لكن                 
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 الفصل الثانً..................................................................................

 :[4]المبرهنة الثانٌة

لا ٌساوي صفراً , فٌوجد لهما لاسم       إذا كان واحد على الألل من العددٌن  - أ

 .       بحٌث أن       , كما ٌوجد  dمشترن أعظم وحٌد 

,       ,        عدد صحٌح غٌر صفري , وكان  a, bإذا كان كل من  - ب

 .           فإن 

 

 البرهان:

| |        فإن     .إذاً إذا كان {     |     }  )أ(لتكن     

فإن                        , وإذا كان            أو          عندما 

        | | , وإذا كان                     عندما    

مجموعة جزئٌة  Sإذا  ,        عندما           , فإن          

      إذا ٌوجد  d)أصغر( ولٌكن تحوي عنصر أول  S. و بالتالً فإن Nغٌر خالٌة 

         بحٌث أن 

, لاحظ أنه باستخدام المسمة الخوارزمٌة ٌمكننا إٌجاد              ولكً نثبت أن 

         ,لكن        إذاً  .| |     ,       بحٌث       

عنصر  dوهذا ٌنافض كون          , وعلٌة فإن                  

    . و بنفس الطرٌمة ٌمكن أن نبرهن على أن      , وعلٌة فان    , إذاً  Sأول فً 

           فإن              وإذا كان     فاسم مشترن للعددٌن  d  إذاً 

.ولإثبات     لاسم مشترن أعظم للعددٌن  dإذاً     حسب المبرهنة الاولى, وعلٌة فإن 

         .     لاسم مشترن أعظم اخر للعددٌن     , نفرض أن d وحدانٌة 

       وعلٌة فأن 

 

وهذا ٌعنً        , وعلٌة فإن       و    . إذاً        )ب( نفرض أن 

     و        . والأن لٌكن r, bلاسم مشترن لكل من  d , وبالتالً فإن     أن 

لاسم مشترن  c, وبالتالً فإن     , وعلٌة فإن        . إذاً          

 .       , وعلٌة فإن      . إذاً    للعددٌن 
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 الثانً.................................................................................الفصل 

               , فإن                النتٌجة: إذا كان

 البرهان:

لكن                حسب المبرهنة الثانٌة         بحٌث أن       إذاً ٌوجد  

.        لاسم مشترن للعددٌن  dc, وعلٌة فإن         و      , إذاً       و    

حسب المبرهنة       لكل           , إذاً            والأن لنفرض أن 

, وعلٌة فإن            وهذا ٌعنً أن           الاولى , وعلٌة فإن 

 .                 . إذاً     

 

 :[4]المبرهنة الثالثة

بحٌث أن       أولٌان نسبٌاً إذاً و إذاً فمط وجد     فإن        إذا كان 

        

 

 البرهان:

ن بحٌث أ      , وعلٌة ٌوجد        اولٌان نسبٌاً , إذاً     نفرض إن 

 حسب المبرهنة الثانٌة         

ولنفرض                  بحٌث أن       و لإثبات العكس نفرض وجود 

      حسب المبرهنة الاولى . إذاً         لكن       و    . إذاً        

ً     , وعلٌة فإن    إذاً     لكن   أولٌان نسٌا

 

 النتٌجة الاولى:

)فإن         و        إذا كان 
 

 
 
 

 
)     

 البرهان:

حسب المبرهنة         بحٌث أن       , إذاً ٌوجد         بما أن 

  الثانٌة , وعلٌة فإن 
 

 
  

 

 
), وبالتالً فإن  

 

 
 
 

 
)  حسب المبرهنة الثالثة    
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 ...........................................الفصل الثانً......................................

 النتٌجة الثانٌة:

     فإن         و       و    وكان          إذا كان

 البرهان:

. إذاً        . لكن        بحٌث أن       إذاً ٌوجد       و    بما أن 

               حسب المبرهنة الثانٌة , وعلٌة فإن        بحٌث أن       ٌوجد 

 .    , وبالتالً فإن                              

 

 :[4]المبرهنة الرابعة

        لتكن 

       و          فإن         إذا كان  - أ

                فإن     إذا كان   - ب

 

 البرهان :

بحٌث                   بالفرض. إذاً ٌوجد                  بما أن  ( أ)

 حسب المبرهنة الثانٌة        أن  بحٌث      , و ٌوجد         

                               ومنه ٌنتج أن ,              وعلٌة فإن 

 حسب المبرهنة الثالثة          , وعلٌة فإن                  

حسب         بحٌث أن       بالفرض. إذاً ٌوجد         بما أن  ( ب)

 . إذاً     بالفرض و      . لكن           المبرهنة الثانٌة , وعلٌة فإن 

 .   حسب المبرهنة الاولى وعلٌة فإن           

 :[5]مبرهنة الخامسة

  حٌث     , اذاً و اذا فمط كان         ٌوجد حل للمعادلة ,         

  خر لهذه المعادلة ٌكون , فإن اي حل ا        حلاً للمعادلة       إذا كان

 على الشكل
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 الثانً.................................................................................الفصل 

⁄           حٌث                     ⁄    

 البرهان:

  إذاً         حل للمعادلة       نفرض ان ,          . 

حسب              , و علٌه فإن      و     . إذا        لكن 

 .     وبالتالً فإن   المبرهنة الاولى

 .     , بحٌث ان     . اذاً ٌوجد      ولإاثبات العكس نفرض ان 

حسب المبرهنة الثانٌة.          بحٌث       اذا ٌوجد         لكن 

حل للمعادلة      ,      , وعلٌة فإن              اذاً 

        . 

  والأن فنفرض  .          , إذاً         حل للمعادلة        بما أن

 , وعلٌة        . إذاً         حل اخر للمعادلة     أن 

 

.        , لكن                                .1

         , بحٌث أن       إذاً ٌوجد 

 حسب النتٌجة الاولى للمبرهنة الثالثة            .2

 ( ٌنتج أن2(,)1و من )

3.  (    )         ,لكن  (    )   , وعلٌة فإن          

 , وعلٌة فإن(    )  إذاً 

⁄              , إذاً               .4    , 

⁄              , وعلٌة فإن        ( ٌنتج 4(,)3ومن )    

 لكن 

        [      ⁄   ]   [      ⁄   ]            

⁄        وعلٌة فإن     ,         ⁄ حل للمعادلة                

         

 

 



 

 

18 

 

 .......................................الفصل الثانً...........................................

 النتٌجة:

, فإن أي حل اخر لهذه         حلاً للمعادلة       , وكان         إذا كان 

الحل الخاص       ٌسمى     ,        ,       المعادلة ٌكون على الصورة 

        للمعادلة 

 

 الدٌفونتٌة الخطٌة:ثانٌا: المعادلات 

 :[2]المعادلة الاولى

  Eو الٌكن اسم المعادلة    و   فً  ذات المجهولٌن          المعادلة  

 

  Zاعداد من   a,b,cلتكن 

 

  بٌن ان للمعادلةE  ًٌمسم  حل ف   ⋀     . 

  حلا للمعادلة          بٌن انه اذا كان الزوجE  فً مجموعة حلول المعادلة E  تكتب

 على الشكل 

  {(   
  

 ⋀ 
    

  

 ⋀ 
) |   } 

  باستعمال خوارزمٌة اللٌدس , احسب  ⋀    

  بحٌث :            حدد            ⋀   

  ًالمعادلة :   حل ف               (E ) 

 

 

  الاتجاه  .1

 

 .  ⋀   ٌمسم  نفترض ان 

  ⋀   نضع 

     بحٌث   من   إذن ٌوجد 
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 ...الفصل الثانً...............................................................................

 : Bézoutولدٌنا حسب مبرهنة 

                  

 و بالتالً 

                 

 نضع 

                

 تمبل حلول .        المعادلة و بالتالً لدٌنا 

 

 

  الاتجاه  .2

 احدها .        ولٌكن    تمبل حلولاً فً         نفترض الان ان المعادلة 

          لدٌنا 

  ⋀   نضع 

  |  و  |  فإن          | بما ان 

  | اذن 

      ⋀   ٌمسم  فً  تمبل حلول Eوبالتالً 

 

 . E        مجموعة حلول المعادلة  Sلتكن 

  Eحلاً خاصاً للمعادلة         ولٌكن 

 لنبٌن ان 
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  {(   
  

 ⋀ 
    

  

 ⋀ 
) |   } 

 الفصل الثانً.................................................................................

a.  لنبٌن ان{(   
  

 ⋀ 
    

  

 ⋀ 
) |   }    

}من اجل   
     

  

 ⋀ 

     
  

 ⋀ 

 .لدٌنا:    بحٌث  

          
   

 ⋀ 
     

   

 ⋀ 
 

         

   

   )و منه فإن الزوج 
  

 ⋀ 
    

  

 ⋀ 
 Eحل للمعادلة     بحٌث  (

 إذن:

{(   
  

 ⋀ 
    

  

 ⋀ 
) |   }    

b.  لتبٌن ان 

  {(   
  

 ⋀ 
    

  

 ⋀ 
) |   } 

 لدٌنا: 

                        

 (٭......)                 إذن :

 ولدٌنا 

   ⋀  {
                     

     
 

 ٭نعوض فً 
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 الثانً.................................................................................الفصل 

 اذن:

                 

 :  Gaussإذن حسب مبرهنة          |  و      لدٌنا 

              

                     

 إذن         α  و        

 وبالتالً 

            {
       
       

 

 

 إذن

            {
      

 

   

      
 

   

 

 إذن

  {(   
  

 ⋀ 
    

  

 ⋀ 
) |   } 

 الخلاصة:

  {(   
  

 ⋀ 
    

  

 ⋀ 
) |   } 

 باستعمال خوارزمٌة اللٌدس:   ⋀  لنحدد 
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 الثانً..................................................................................الفصل 

         

        

 وبالتالً

  ⋀      

               نضع

 من خلال السؤال السابك لدٌنا:

         

        

                                                                  

      

        

                                                                      

       

        إذن 

 وبالتالً لدٌنا:

               

 

 (E)                        نعتبر المعادلة 

 . 906تمسم  3ولدٌنا       ⋀  لدٌنا 

   حلولاً فً( تمبل Eاذن المعادلة )
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               حسب السؤال السابك لدٌنا : 

 الفصل الثانً..................................................................................

 : 302, نموم بالضرب فً            بما ان 

                      

 (Eحل خاص للمعادلة )                    إذن الزوج 

 (Eو مجموعة الحلول للمعادلة )

  {                  |   } 

 

 :[4]المعادلة الثانٌة

                   

 الحل:

و  ( حسب المبرهنة الخامسة1د حل للمعادلة ). إذاً ٌوج             و     بما أن 

,                  لإٌجاد الحل . لاحظ أنه باستخدام المسمة الخوارزمٌة , نجد أن 

,                                    وعلٌة فإن 

 , وعلٌة فإن            وبالتالً فإن 

      
  

 
               

  

 
          ,               

 (1حل للمعادلة )

 

 :[4]الثالثةالمعادلة 

                 

 الحل :

و لإٌجاد ذلن الحل ,  ( حسب المبرهنة الخامسة2د حل للمعادلة ),إذاً ٌوج        بما أن 

 , إذاً              لاحظ أن 
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 الفصل الثانً.................................................................................

     , وعلٌة فإن                                       

               ( . أما الحل العام هو2حل خاص للمعادلة )       

     حٌث                   ,

 ملاحظة:

. ولإٌجادها ٌجب أن ٌكون        لد ٌكون من المفٌد إٌجاد الحلول الموجبة للمعادلة 

        ⁄       ,        ⁄     . 

 

 :[4]المعادلة الرابعة

 أوجد الحلول الموجبة للمعادلة  

                    

 الحل :

و لإٌجاد ذلن الحل  ( حسب المبرهنة الخامسة3د حل للمعادلة ),إذاً ٌوج          بما أن 

 ,لاحظ أن 

                                               

, وعلٌة فإن             , نجد أن                 وبحل التطابك 

,             ,ونجد أن             , وبالتالً فإن            

  , لكن     ,       وعلٌة فإن 
    

 
 , إذاً  

  
               

  
             

          

 
        

, وعلٌة ٌوجد عدد غٌر منتهً من الحلول الموجبة     لكل           ومن الواضح أن

 (3إلى المعادلة )
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 الفصل الثانً..................................................................................

 :[4]ةالمعادلة الخامس

 حدد الحلول الموجبة )أن وجدت ( للمعادلة 

                      

 الحل: 

و  ( حسب المبرهنة الخامسة8حل للمعادلة ) . إذاً               و        بما أن 

               لإٌجاد هذا الحل , لاحظ أن 

.              , وعلٌة فإن                             إذاً 

 إما الحل العام فهو 

        ⁄        
   

  
         

⁄           لكل           
   

  
        

  ٌعنً أن           لكن 
  

 
    

  

 
. وعلٌة  

  

 
   

  

 
, ولكن لا ٌوجد عدد  

صحٌح بٌن 
  

 
 
  

 
 (4. إذاً لا ٌوجد حل صحٌح موجب للمعادلة ) 

 

 :[4]المعادلة السادسة

 أوجد الحلول الموجبة للمعادلة  

                  

 

 الحل:
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                                      . إذاً             و           بما أن 

                وعلٌة فإن                             

 ٌعنً     لكن                               وٌكون الحل العام هو 

 الثانً.................................................................................الفصل 

  فٌعنً أن     , أما       أن 
    

  
             , إذاً        

 ( هً 5وعلٌة فإن الحلول الموجبة للمعادلة )          , ٌعنً أن     و

                                       

                                        

 

 :[4]ةالمعادلة السابع

دفع إلٌن مائة درهم , فمٌل لن ابتع مائة طائر من حمام وبط و دجاج. فإذا كانت البطة بدرهمٌن ,  

 من كل نوع.فكم تشتري والحمام كل ثلاثة بدرهم , والدجاج كل اثنٌن بدرهم 

 

 . إذاً  =z, عدد البط =y, عدد الدجاج =xالحل : نفرض أن الحمام

1.           

2. 
 

 
 

 

 
        

 ( ٌنتج أن 2, وبالتعوٌض فً )            ( نجد أن 1ومن )

3.            

, وعلٌة فإن                     , إذاً                 لكن 

 , وبالتالً فإن                          
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 , وعلٌة فإن              إذاً 

 

 

 الثانً..................................................................................الفصل 
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 الفصل الثالث

الطرق المستخدمة فً حل المعادلات الدٌفونتٌة 

 الخاصة
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 الثالث.................................................................................الفصل 

 الطرق المستخدمة فً حل المعادلات الدٌفونتٌة:

 :[4] (modاولاً: حساب المعٌاري و التكافؤ)

)مثل التكافؤ( هذه هً واحدة من أكثر التمنٌات فائدة, تساعد الاعتبارات الحسابٌة المعٌارٌة البسٌطة 

نجاحاً فً اثبات أن معادلة  على تملٌل نطاق الحلول الممكنة بشكل كبٌر. هذه التمنٌة هً الاكثر

 الدٌوفنتٌة معٌنة غٌر لابلة للحل.

 

 مثال: أوجد جمٌع الحلول المنطمٌة ل

        

 الحل:

   كتابتها على النحو التال أعداد منطمٌة , ٌمكننا  x , yنظراً لأن 
 

 
         

 

 
بحٌث    

, وبالتالً ٌمكننا اعادة صٌاغة المثال على النحو                  ,           

 التالً :

            بحٌث            ٌع الحلول الصحٌحة غٌر الصفرٌة لأوجد جم

حلاً لهذه            (,لتكن  modulo 3) 0او  1ونحن نعلم أن اي مربع كامل ٌنتج عنه 

 : modulo 3, وهكذا فً           المعادلة بحٌث تكون 
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 الثالث.................................................................................الفصل 

   
                                     

                                                                                                       

. ومن ثم             , تنالض مع افتراضنا أن             ( نحصل 2(و)1من )

 ة لٌس لها حل فً الأعداد النسبٌة.فإن المعادلة المعطا

 

لٌس لها حل, لأن المكعبات  ,             ملاحظة: و بالمثل ٌمكن إثبات أن 

 . (mod 9)      المثالٌة =

 

  :[7]ثانٌاً: المتراجحات

فً بعض الأحٌان نكون لادرٌن على تحدٌد الفترات التً ٌجب أن نبحث فٌها عن حلول باستخدام  

 المتراجحات المناسبة 

 

 : أوجد جمٌع الحلول الصحٌحة ل 1 مثال

             

 

 الحل: المعادلة المعطاة تساوي 

                       

                              , ومن ثم فإن الحلول  [   ] 𝜖    وبالتالً 

 

 , بحٌث           :أوجد جمٌع الأعداد الصحٌحة الموجبة ل2مثال 

∑  

 

   

∑   و        
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 الفصل الثالث..................................................................................

 الحسابٌة التوافمٌة  المتراجحةالحل: بواسطة 

            (
 

  
 

 

  
   

 

  
)     

, دون فمدان العمومٌة, لذلن نفرض      ,لذلن        وبالتالً ٌجب ان ٌكون لدٌنا 

        أن 

     , وفٌما ٌلً لا ٌمكننا الحصول على      , فٌجب أن ٌكون لدٌنا    اذا كان 

 , لا ٌعمل أي منهما{           }        بالتالً  ,   اذا كان 

 , وبالتالً      , لذا            ,بالتالً    اذا كان 

           {                                       } 

 هً التً تعمل        و  فمط 

 ٌجب ان ٌكون مساواة فً المتراجحه الحسابٌة التوافمٌة والتً تحدث فمط عندما ,   اذا كان 

              

 ومن ثم فإن الحلول هً :

{

                                                                             و      

                  بالتملٌب بٌن المٌم                    و      

                                                          و      

   

 :[7]ثالثاً: طرٌمة النسب النهائٌة

 هً تسلسل الفرضٌات     {    }خاصٌه تتعلك بالأعداد الصحٌحة غٌر السالبة , ولتكن P لتكن

 إذن :

P(n)  نعنً أنn  تحمك الخاصٌةP 

 الكبٌرة nخاطئ لكل P(n)ٌمكن استخدام الطرق التالٌة لأثبات أن فرضٌة 

 طرٌمة النسب المحددة .1

 عدد صحٌح موجب لنفرض أن : k لتكن
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 الفصل الثالث.................................................................................

 P(K) غٌر صحٌحة 

  متى تكونP(m)  صحٌحة لكل عدد صحٌحm k  و بالتالً ٌجب أن ,

ً  P(j), ٌكون      ,jٌكون هنان عدد صحٌح أصغر   صحٌحا

    غٌر صحٌحة لكل  P(n)وبالتالً 

 ستمراء الرٌاضً )صٌغة لوٌة(ملاحظة: هذه الطرٌمة تتعارض مع مبدأ الا

 طرٌمة النسب اللانهائٌة .2

 عدد صحٌح موجب لنفرض أن : k لتكن

  متى تكونP(m)  لكل عدد صحٌحm k  وبالتالً ٌجب أن ٌكون هنان ,

ً  P(j), ٌكون       , jعدد صحٌح أصغر   صحٌحا

    غٌر صحٌحة لكل  P(n)وبالتالً  

 

 تتضمن طرٌمة النسب اللانهائٌة حالتٌن سنستخدمهما فً حل المعادلات الدٌوفانتٌنٌة:

I.  , لٌس هنان اي سلسلة من النسب اللانهائٌة للأعداد الصحٌحة غٌر السالبة 

خاطئ لكل  P(n), بالتالً فإن  P(n)أصغر عدد صحٌح موجب ٌحمك    إذا كان 

      

II.  وهنان           تحمك المتراجحات         أذا كانت سلسلة الأعداد الصحٌحة ,

               .وبالتالً   

نطبك هذه الطرٌمة عند وجود جل للمعادلة الدٌوفانتٌنٌة المعطاة و نرٌد اثبات ان هذا هو الحل 

 الوحٌد للمعادلة المعطاة

 

 حل المعادلة فً الأعداد الصحٌحة غٌر السالبة :1مثال

           

أنه لا ٌوجد أي حلول  سنتحمك من هو حل المعادلة المعطاة ,        الحل: ٌمكننا ملاحظة أن 

 ( لهذه الحالة .(I. لنحاول التحمك من صحة أخرى

 ((non-trivialحلول غٌر بسٌطة            لتكن
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 الثالث.................................................................................. الفصل

بما أن الطرف الاٌمن زوجً , فٌجب ان ٌكون الطرف الٌسر زوجً اٌضاً,  سنطبك برهان التكافؤ,

  وبالتالً 
       للبعض  ,       , وبالتالً    | زوجً , هذا ٌعنً أن   

 ستبدل هذا فً المعادلة اعلاه للحصول على :الأن ن

     
    

     
  

.نستبدل هذا فً المعادلة اعلاه       , للبعض        مجدداً نطبك برهان التكافؤ 

 للحصول على

    
     

     
  

وهو أصغر من الحل السابك, وبالتالً من خلال            و بذلن نكون لد انشأنا حلاً جدٌداً 

بحٌث ٌكون            تكرار الطرٌمة اعلاه ٌمكننا أنشا تسلسل تنالصً لانهائً

 هو حل للمعادلة المعطاة .              

هو الحل         ( وبالتالً فإن Iعدد صحٌح غٌر سالب , وبالتالً هذا ٌتنالض مع )   لكن 

 الوحٌد للمعادلة المعطاة.غٌر السلبً 

 

ٌمسم        بحٌث       الموجبة  :اوجد جمٌع ازواج الأعداد الصحٌحة2المثال

         

 

 ٌمكن كتابة شرط المسمة على النحو التالً  الحل:

                  

      , ومن ثم بطرٌمة التجربة والخطأ نجد أن تبادل kلبعض الأعداد الصحٌحة الإٌجابٌة 

تحمك هذه المعادلة الدٌوفانتٌنٌة , و بناءً على ذلن                                

عبارة عن مربعات متتالٌة هً الحلول الممكنة "فمط" , إذا  bو aاو       نفترض أن ما 

 فإن معادلتنا الدٌوفانتٌنٌة تساوي     كان 
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 الفصل الثالث.................................................................................

, وبالتالً فإن معادلتنا  k=2. إذا كانت      والتً نحصل منها على متباٌنات مناسبة 

 الدٌوفانتٌنٌة تساوي

            

         , إذن           . وبالتالً     مربعاً لذا نمول  aنجعل 

aوb  مربعات متتالٌة 

تخمٌننا نصف صحٌح , والأن ما ٌتبمى هو إثبات أن هذه هً الحلول الوحٌدة .    وهكذا أثبتنا أن 

,     هو الحل مع كونه "ادنى" و       , و لتكن     الأن افتراض أن هنان حلاً مع 

 : bنكتب معادلتنا الدٌوفانتٌنٌة فً صورة معادلة تربٌعٌة فً 

                       

, هو اٌضاً عدد r ,هو عدد صحٌح, فإن الجذر الأخر, الذي نسمٌه bنظراً لأن أحد الجذرٌن ,  

 .   ,فإننا نستنتج  bبدلاً من  rصحٌح. بما أن معادلتنا الدٌوفانتٌنٌة ٌجب أن تكون صحٌحة مع 

.    , ٌجب ان ٌكون لدٌنا            و حاصل ضرب الجذور,     لأن 

, وبالتالً فإن aهو حل لمعادلة دٌوفانتٌنٌة معٌنة, مما ٌتعارض مع الحد الأدنى ل      لكن 

او       ٌة. وبالتالً كان تخمٌننا صحٌحاً وحٌث أنلا ٌوجد حل لمعادلتنا الدٌوفانتٌن    

a و b  بحٌث       عباره عن مربعات متتالٌة توفر جمٌع أزواج الأعداد الصحٌحة الموجبة

 .       ٌمسم        

 

 : [4]رابعاً: طرٌمة اوٌلر

على كون مجموع أو فرق بٌن عددٌن صحٌحٌن ٌكون عدداً صحٌحاً, ونوضح  وتعتمد هذه الطرٌمة

 هذه الطرٌمة بمثالٌن.

 : حل المعادلة1مثال 

                     

 الحل:

ثم نمسم طرفً المعادلة على  6نختار المجهول الذي لٌمة معاملة المطلمة هً الصغرى فنجد أنه 

 ذلن المعامل ,فنجد أن
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 ومنها نجد أن 

  
  

 
 

 

 
  

 

 
    

 

 
    

 

 
   

 

 
          

 ,إذاً tنأخذ الجزء الكسري ونفرض أنه 

   
 

 
 

 

 
  

 

 
          

 , وعلٌه فإن           ومنها نجد أن 

  
 

 
 

 

 
  

 

 
   

 

 
 

 

 
     

 

 
           

   , إذاً   نأخذ الجزء الكسري ونفرضه 
 

 
 

 

 
  

 

 
, وعلٌه فإن                                                     

 , ومنها نجد أن            

  
 

 
 

 

 
   

 

 
   

 

 
 

 

 
      

 

 
          

   وعلٌه فإن 
 

 
 

 

 
   

 

 
             , ومنها نجد أن    

 وعلٌه فإن

                     

 ( نجد أن6( و )5, ومن )  غٌرات أصبح واحد وهو معامل نتولف هنا لأن معامل أحد المت

                       𝜖          

 أن ( نجد 7(و)4ومن )
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 ( نجد أن2(و)8(و)7من )

         

                       , نجد أن          وعندما 

                     , نجد أن           وعندما 

                    , نجد أن           وعندما 

 

 : حل المعادلة 2مثال

                      

 الحل:

( و لإٌجاد ذلن الحل نمسم طرفً 1. إذاً ٌوجد حب للمعادلة )⁄   و               بما أن

 , فنجد أنyالمعادلة على معامل 

 

 
    

 

 
           

  ومنها نجد أن

    
 

 
  

 

 
      

 

 
     

 

 
         

 و علٌه فإن

    
 

 
  

 

 
         

هنا لأن أصغر , ونتولف           , وبالتالً فإن           وعلٌه فإن 

 معامل هو واحد. وعلٌه فإن
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            ٌكون الحل العام هو     , و بوضع         ( ٌنتج أن 5(و)3ومن)

 .        , حٌث                          

 (1حل للمعادلة )                 , نجد أن        وعندما 

 (1حل للمعادلة )                 , نجد أن            وعندما 

 

 الخاتمة:

خلال البحث تم التوصل الى اهمٌتها وضرورة اعطاء اهتمام  من خلال تناول المعادلات الدٌفونتٌة

 اكبر ولها وذلن:

لمد وجدنا ان للمعادلات الدٌفونتٌة دور فً حل المسائل فالعدٌد من المسائل التً تطلب منا  (1)

تكون اجاباتها اعداد صحٌحة وعندها لا ٌمكن التوصل إلى الحل الا باستخدام هذا النوع من 

نا من الأسئلة المطروحة فً بحثنا السابك حٌث ان هذه المعادلات تفٌد المعادلات كما لاحظ

 بشكل كبٌر لا ٌمكن أن ندرن أهمٌته الا عند تطبٌمه فً اٌجاد الحلول ..

 

منها ما هو تملٌدي كالطرق  كما وجدنا أن هنان العدٌد من الطرق لحل المعادلات الدٌفونٌة (2)

المذكورة فً بحثنا ومنها ما هو متمدم مثل اٌجاد الحل العمدي للمعادلة الدٌفوننٌة وغٌرها 

طرق عدٌدة حٌث أن كل معادلة دٌموننٌة تتطلب طرٌمة من هذه الطرق لحلها تختف بحسب 

 طبٌعة المعادلة مما ٌسهل حصر الحلول الممكنة واٌجادها بدلة .
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