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وحیدیان علی دکتر

نگارنده
حاشوش فرحان علی
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تعالی بسمه

دانشجویان تحصیلی پایان نامه مشخصات

دانشگاه تان نام دانشگاه

بعدی سه و بعدی دو بعدی، یک بهینه زیر موجودی برشی برنامه ریزی عنوان:

حاشوش فرحان علی نویسنده: نام

وحیدیان علی دکتر راهنما: استاد
کاربردی ریاضی گروه: ریاضی علوم دانشکده:

کاربردی ریاضی تحصیلی: رشته
١٣٩۶/١١/٢٩ دفاع: تاریخ ١٣٩۶/٨/١۶ تصویب: تاریخ

٨٩ صفحات: تعداد ارشد کارشناسی تحصیلی: مقطع

چکیده:
برش اوليه ماده وقتی كه مساله اين است. برش مساله توليد ريزي برنامه زمينه در شده شناخته مسايل از يكي
هم بعدی سه و بعدی دو بعدی، یک برش مساله كند. مي پيدا بيشتري اهميت يابد برش وسيعي حجم در
با سازی بهینه مسأله یک عنوان به را مسأله این محققان از بسیاری اما می آید. شمار به باز مسأله یک اکنون
در بدون زمینه این در گرفته صورت پژوهش های اکثر همچنین اند. نموده حل بهینه جواب نزدیک جواب هایی

است. بوده تقاضا گرفتن نظر
به را بعدی یک برش مسأله جدید، رویکرد یک و سازی بهینه بر مبتنی روش از استفاده با نامه پایان این در
دست به پاسکال الگوریتم با را معادله این جواب های تمام سپس و کردیم تبدیل متغیر n با سیاله معادله یک
برای اولیه مواد ضایعات کاهش و برش ها تعداد کاهش منظور به را مسأله این از تعمیمی همچنین آوردیم.
بر برش ها اینکه به توجه با دو، بعد در برش مسائل برای سوم فصل در آوردیم. دست به میله بیشتری تعداد
مسأله زیر چهار به را مسأله شود، انجام اصلی مستطیل عرض و طول یا و سفارشات عرض و طول اساس
سه بعد به را شده گفته روش نیز ادامه در آوردیم. دست به را بهینه جواب حالت ها از کدام هر در و کرده تقسیم

کردیم. ارائه مثال هایی روش درستی اثبات برای و داده تعمیم

سازی بهینه سیاله، معادله چیدن، و برش مسأله کلیدی: واژگان

تاریخ: راهنما: استاد امضای



اظهارنامه
بعدی سه و بعدی دو بعدی، یک بهینه زیر موجودی برشی برنامه ریزی : پایان نامه عنوان

نویسنده دانشگاه تان نام دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ارشد کارشناسی دوره دانشجوی حاشوش فرحان علی اینجانب
می شوم: متعهد وحیدیان علی دکتر راهنمایی تحت پایان نامه

است. برخوردار اصالت و صحت از و شده انجام اینجانب توسط رساله این در تحقیقات آ.

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به دیگر محققان پژوهش های نتایج از استفاده در ب.

به امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود توسط تاکنون پایان نامه این در مندرج مطالب ج.
است. نشده ارائه جایی

دانشگاه تان“و نام ”دانشگاه نام با مستخرج مقالات و است دانشگاه تان نام دانشگاه به متعلق اثر این حقوق کلیه د.
رسید. خواهد چاپ به “Ferdowsi University of Mashhad” یا

آن از مستخرج مقالات در بوده اند تاثیرگذار رساله اصلی نتایج آمدن دست به در که افرادی تمام معنوی حقوق ھ.
است. شده رعایت

اصول و ضوابط شده، استفاده آن ها) بافت های زنده(یا موجود از که مواردی در رساله، این انجام مراحل کلیه در و.
است. شده رعایت اخلاقی

شده، استفاده یا یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در رساله، این انجام مراحل کلیه در ز.
است. شده رعایت انسانی اخلاقی اصول و ضوابط رازداری، اصل

تاریخ
دانشجو امضای

نشر حق و نتایج مالکیت

به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای، برنامه های مستخرج، آن(مقالات محصولات و اثر این حقوق کلیه •
شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی نحو به بایستی مطلب این است. دانشگاه تان نام دانشگاه

نیست. مجاز مرجع ذکر بدون رساله این نتایج و اطلاعات از استفاده •
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ওواॹعൎ࣓م،
... که حق نام به
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ণپاس ච໋اری...
آراست. عقل زیور را آدمی خود، بی کران لطف با که را حکیم خداوندگار سپاس

کنم قدردانی و تشکر صمیمانه وحیدیان دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی دریغ زحمات از می دانم خود وظیفه  ی آغاز در

منش و انسانیت و علم مکتب شاگرد همواره و بردم فراوان حاصل پژوهش پیشبرد راستای در ایشان ارزنده  راهنمایی های از که

هستم. ایشان والای

به را پایان نامه این داوری که فرد سلیمانی دکتر آقای جناب و عفتی دکتر آقای جناب فرهیخته اساتید از می دانم لازم همچنین

نمایم. قدردانی و تشکر وجود تمام با گرفتند عهده

مقدس شان وجود می کنم ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانی، و مهر خداوندگاران دستان بر می زنم بوسه پایان، در

روزگاران، سردترین این در که وجودشان، امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به عزیزم خواهران و برادر از می کنم تشکر و را

بودند. من پشتیبان بهترین

حاॴوش ඼່حان عਚی
۱۳۹۶ زീज़تان
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د

گ  ف  ت  ار پ  ی  ش

(ي  ک ض  اي  ع  ات ک  م  ت  ري  ن ب  ا م  وج  ودی ھ ا ب  رش ط  وری  ک  ه ب  ه داری  م ن  ی  از ري  اض  ى-ک  ارب  ردى رھ ي  اف  ت ي  ک م  وج  ودی ھ ا ب  رش م  س  أل  ه در

ب  رش ھ ا ب  ای  د ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را ف  ل  زى (ورق) وص  ف  ح  ات ل  ول  ه ھ ا ب  رش م  ث  ال ع  ن  وان ب  ه ش  ود. ان  ج  ام ب  ع  دى) س  ه ب  ع  دى، دو ب  ع  دى،

ک  ارھ اى راس  ت  ا اي  ن در اس  ت. م  وج  ودى ب  رش  ى م  س  أل  ه ب  ه م  ع  روف م  س  ال  ه اي  ن ب  اش  ی  م. داش  ت  ه را ض  اي  ع  ات ک  م  ت  ري  ن ک  ه ش  ود ان  ج  ام ط  وری

م  ح  ق  ق  ى ھ ر چ  ون م  ی آی  د، ح  س  اب ب  ه (open problem) ب  از م  س  أل  ه ی  ک م  س  أل  ه اي  ن ھ ن  وز ول  ى اس  ت ش  ده ان  ج  ام ف  راوان  ى پ  ژوھ ش  ى

ک  رده ب  ي  ان ب  ه  ي  ن  ه ش  ک  ل ب  ه ري  اض  ى ن  ظ  ر از را م  س  أل  ه ک  ه ک  ن  ي  م م  ى س  ع  ى پ  روژه اي  ن در م  ا ش  ود. ن  زدي  ک ب  ه  ي  ن  ه م  س  أل  ه ب  ه ان  دازه اى ت  ا ت  وان  س  ت  ه

م  وارد دی  گ  ر از م  ى ک  ن  ي  م. م  ع  رف  ى ن  ي  ز ال  گ  وري  ت  م ھ ای  ی دق  ی  ق ت  ر ب  ررس  ی ب  رای ھ م  چ  ن  ی  ن ک  ن  ي  م. دري  اف  ت ب  ه  ي  ن  ه ت  ق  ري  ب  ا ي  ا و ب  ه  ي  ن  ه ج  واب ھ اى و

ب  ه و ط  ب  ي  ع  ى و م  ص  ن  وع  ى ج  رم ص  ن  ع  ت در ش  ي  ش  ه، ص  ن  ع  ت در خ  ودروس  ازى، ص  ن  ع  ت در آن ک  ارب  ردھ ای ب  ه م  ی ت  وان م  س  أل  ه ای  ن اس  ت  ف  اده

ک  رد. اش  اره ض  اي  ع  ات ک  اھ ش م  ن  ظ  ور ب  ه ال  گ  وھ ا چ  ي  دن ب  راى پ  وش  اک ص  ن  ع  ت در ع  م  ده ط  ور

روش ھ ای و ف  رم  ولاس  ی  ون ھ ا ب  ا راب  ط  ه در زی  ادی پ  ی  ش  رف  ت ھ ای دارد. س  ال  ه ده چ  ن  د ق  دم  ت  ی س  ه  ام ب  رش م  س  ال  ه و ان  دازه گ  ی  ری ع  م  ده م  س  ال  ه

ب  ا ح  ال، ای  ن ب  ا اس  ت. ش  ده ان  ج  ام ج  داگ  ان  ه ط  ور ب  ه م  س  ائ  ل ای  ن ح  ل روی ب  ر ت  ح  ق  ی  ق  ات اک  ث  ر اس  ت. گ  رف  ت  ه ص  ورت م  س  ال  ه دو ای  ن ح  ل

داده م  ا ب  ه آن  ه  ا ب  ی  ن واب  س  ت  گ  ی ھ م  چ  ن  ی  ن و م  س  ائ  ل ای  ن از ب  ه  ت  ری درک و... س  خ  ت اف  زار ن  رم اف  زار، ب  ه  ی  ن  ه س  ازی، ن  ظ  ری  ه در س  ری  ع پ  ی  ش  رف  ت

ان  دازه گ  ی  ری م  س  ال  ه ی  ع  ن  ی ادغ  ام ای  ن اس  ت. ش  ده ب  ی  ش  ت  ری ت  وج  ه م  س  ال  ه دو ای  ن ادغ  ام ب  ه ع  م  ل  ی، م  وارد در و اخ  ی  ر س  ال ھ ای در اس  ت.

م  خ  ت  ل  ف ص  ن  ای  ع در ع  م  ل  ی ک  ارب  رد از اغ  ل  ب م  س  ال  ه ای  ن م  ی ب  اش  د. پ  ای  ان ن  ام  ه ای  ن در اص  ل  ی م  وض  وع م  وج  ودی، ب  رش م  س  ال  ه و ی  ک  پ  ارچ  ه

ک  ه م  ی ش  ون  د م  ت  ص  ل ک  وچ  ک  ت  ر ک  وی  ل ھ ای ب  ه س  پ  س و م  ی ش  ون  د ت  ول  ی  د ب  زرگ ک  وی  ل ھ ای ک  اغ  ذ، ص  ن  ع  ت در م  ث  ال، ب  ه ع  ن  وان م  ی ش  ود. ح  اص  ل

ب  ه ت  ا م  ی ش  ون  د م  ت  ص  ل چ  وب  ی ب  خ  ش چ  ن  د ب  ه چ  وب  ی ص  ف  ح  ات م  ب  ل  م  ان، ص  ن  ع  ت در م  ی ش  ود. م  رب  وط م  ش  ت  ری درخ  واس  ت ھ ای ب  ه

ش  ده ان  د. داده ب  رش پ  ن  ج  ره ن  وع چ  ن  د س  اخ  ت ب  رای آل  وم  ی  ن  ی  وم  ی پ  روف  ی  ل ھ ای آل  وم  ی  ن  ی  وم، ص  ن  ع  ت در ش  ون  د. م  ت  ص  ل ن  ه  ای  ی م  ح  ص  ولات

ب  رای ط  رح، ی  ک ھ زی  ن  ه ح  داق  ل ت  ع  ی  ی  ن ب  رای را م  وج  ودی ن  گ  ه  داری و ن  گ  ه  داری ھ زی  ن  ه ھ ای ب  ی  ن ت  ج  ارت ،(LSP) ان  دازه گ  ی  ری م  س  ئ  ل  ه

ب  ه ت  وج  ه ب  ا م  ی ت  وان را م  س  ال  ه ای  ن ھ م  چ  ن  ی  ن م  ی دھ د. ق  رار ب  ررس  ی م  ورد ت  ق  اض  ا ب  ه پ  اس  خ  گ  وی  ی ب  رای (ھ ا) م  اش  ی  ن چ  ن  دی  ن) (ی  ا ی  ک

زم  ان  ی اف  ق پ  وی  ا)، ی  ا (دائ  م  ی ت  ق  اض  ا س  ط  ح)، چ  ن  د ی  ا (ت  ک ت  ول  ی  د س  اخ  ت  ار س  ط  وح ت  ع  داد م  ان  ن  د ک  رد، ط  ب  ق  ه ب  ن  دی م  خ  ت  ل  ف وی  ژگ  ی ھ ای

م  ح  ی  ط ھ ای در lot-zing م  س  ئ  ل  ه م  ورد در ب  س  ی  اری م  ق  الات راه ان  دازی. زم  ان و ظ  رف  ی  ت م  ح  دودی  ت ھ ای ب  ه ت  وج  ه و ب  ی ن  ه  ای  ت) ی  ا (م  ح  دود

،(٢٠٠۶) ھ م  ک  اران، و Brahimi ،(٢٠٠٣) ھ م  ک  اران، و Karimi م  ق  الات ب  ه م  ی ت  وان آن  ه  ا ج  م  ل  ه از اس  ت. ش  ده ارائ  ه م  خ  ت  ل  ف،



ھ

لات ان  دازه گ  ی  ری در ی  ورو ک  ار گ  روه ،(٢٠٠٩) ھ م  ک  اران و راب  ی  ن  س  ون و (٢٠٠٨) دگ  رای و ج  ان  س ،(٢٠٠٨) ھ م  ک  اران و Buschkühl

اش  اره (EWGLOT)(https://www.euroonline.org/web/ewg/37/ewgon-lot-sizing-ewg-lot)

روش ھ ای ب  ررس  ی ھ م  چ  ن  ی  ن اس  ت. ش  ده ارائ  ه ب  زرگ ان  دازه گ  ی  ری م  ش  ک  لات درب  اره ک  ام  ل  ی ب  ح  ث (٢٠٠۶) ول  زی و پ  چ  ت ک  ت  اب در ک  رد.

ی  اف  ت. م  ی ت  وان (٢٠٠٧) Degraeve و Jans ک  ت  اب در ن  ی  ز را ح  ل

(EWG LOT) (https: //www.euro online.org/web/ewg/37/ewgon- lot-sizing-ewg-lot)


١ ف  ص  ل

م  وج  ودی١ ب  رش م  س  ال  ه

م  ق  دم  ه ١ . ١

ق  ط  ع  ه م  ع  ادل ط  ور ب  ه ي  ا و گ  ردن  د ح  اص  ل ب  زرگ  ت  ر اج  س  ام ب  رش ب  ا ك  وچ  ك  ت  ري ق  ط  ع  ات ت  ا اس  ت ن  ي  از ص  ن  اي  ع از ب  س  ي  اري ت  ول  ي  د ف  راي  ن  د در

ش  ون  د م  ي ت  ب  دي  ل ق  ط  ع  ات  ي ب  ه ب  زرگ  ت  ر ج  س  م از ھ اي  ي ب  خ  ش لا ً م  ع  م  و ع  م  ل اي  ن در ش  ون  د. داده ج  اي ب  زرگ  ت  ر ج  س  م ي  ك در ك  وچ  ك  ت  ري ھ اي

چ  ن  ي  ن ك  اھ ش ش  ون  د. م  ي م  ح  س  وب ري  ز دور و ض  اي  ع  ات ع  ن  وان ب  ه و ن  ب  وده ت  ول  ي  دي م  ح  ص  ولات از ي  ك ھ ي  چ در اس  ت  ف  اده ق  اب  ل ك  ه

ب  رش م  س  ئ  ل  ه ع  ن  وان ت  ح  ت و ع  م  ل  ي  ات در ت  ح  ق  ي  ق ع  ل  م م  وض  وع  ات از ي  ك  ي ع  ن  وان ب  ه و داش  ت  ه ھ ا ھ زي  ن  ه ك  اھ ش در م  ه  م  ي ن  ق  ش ض  اي  ع  ات  ي

، ات  وم  ب  ي  ل ب  دن  ه ك  ن  ن  ده ت  ول  ي  د ص  ن  اي  ع م  ان  ن  د ب  س  ي  اري ص  ن  اي  ع در اس  ت. ك  رده ج  ل  ب خ  ود ب  ه گ  ذش  ت  ه ق  رن ن  ي  م در را م  ح  ق  ق  ان از ب  س  ي  اري ت  وج  ه

ح  م  ل م  ان  ن  د ف  ع  ال  ي  ت  ه  اي  ي در وي  ا ب  ري س  ن  گ چ  رم، پ  وش  اك، ك  اغ  ذ، س  ازي، ھ واپ  ي  م  ا و ك  ش  ت  ي س  اخ  ت  م  ان  ي، ھ اي س  ازه خ  ان  گ  ي، ل  وازم

ف  رآي  ن  د چ  ن  ان  چ  ه دي  گ  ر، ط  رف از ن  م  ود. م  ش  اھ ده را آن ب  ه ن  زدي  ك م  س  ائ  ل ي  ا و ب  رش م  س  ئ  ل  ه ت  وان م  ي چ  اپ ب  ن  دي، ب  س  ت  ه ان  ب  ارداري، ون  ق  ل،

م  ت  غ  ي  ر و زي  اد ن  ي  از م  ورد ق  ط  ع  ات وان  واع ت  ع  داد ك  ه ھ ن  گ  ام  ي در خ  ص  وص ب  ه گ  ي  رد، ص  ورت ع  ل  م  ي ھ اي روش از اس  ت  ف  اده ب  دون ب  رش

ت  ك  ه ب  ه را ب  زرگ ھ اي م  ي  ل  ه ي  ا ص  ف  ح  ات ت  وان م  ي ك  ه ال  گ  وھ اي  ي ت  ع  داد زي  را ش  د. خ  واھ د اي  ج  اد ض  اي  ع  ات زي  ادي م  ق  ادي  ر م  ع  م  ولا ب  اش  د
١Cutting stock problem

١



م  ق  دم  ه ٢

ف  ق  ط ك  ه اس  ت ط  ب  ي  ع  ي ھ س  ت  ن  د. ك  م ض  اي  ع  ات داراي ، ھ ا ال  گ  و اي  ن از ك  م  ي ت  ع  داد و ب  وده زي  اد ب  س  ي  ار ك  رد ت  ق  س  ي  م ن  ي  از م  ورد ك  وچ  ك  ت  ر ھ اي

خ  واھ د ك  م ب  س  ي  ار آن  ه  ا، زي  اد ب  س  ي  ار ت  ع  داد ب  ي  ن از ب  ه  ي  ن  ه ب  رش ھ اي س  ب  ک ان  ت  خ  اب اح  ت  م  ال ف  رد ي  ک ت  ج  رب  ه و ش  ه  ودي ادراك ب  ه ات  ك  ا ب  ا

ب  ا ت  ا ن  م  اي  د ارائ  ه را روش  ي ك  ارا و م  وث  ر ن  ح  و ب  ه ب  ت  وان  د ق  ط  ع  ات از ت  رك  ي  ب  ي ھ ر ب  راي ك  ه گ  ردد ارائ  ه ال  گ  وري  ت  م  ي ت  ا اس  ت لازم ای  ن ب  ن  اب  ر ب  ود.

ي  اف  ت. دس  ت ض  اي  ع  ات درص  د ح  داق  ل ب  ه الام  ك  ان ح  ت  ي ن  ي  از، م  ورد ق  ط  ع  ات ت  ام  ي  ن ،ض  م  ن آن ط  ب  ق ب  رش

ح  ل روی ب  ر ت  ح  ق  ی  ق  ات اک  ث  ر اس  ت. گ  رف  ت  ه ص  ورت م  س  ال  ه دو ای  ن ح  ل روش ھ ای و ف  رم  ولاس  ی  ون ھ ا ب  ا راب  ط  ه در زی  ادی پ  ی  ش  رف  ت ھ ای

درک و... س  خ  ت اف  زار ن  رم اف  زار، ب  ه  ی  ن  ه س  ازی، ن  ظ  ری  ه در س  ری  ع پ  ی  ش  رف  ت ب  ا ح  ال، ای  ن ب  ا اس  ت. ش  ده ان  ج  ام ج  داگ  ان  ه ط  ور ب  ه م  س  ائ  ل ای  ن

م  س  ال  ه دو ای  ن ادغ  ام ب  ه ع  م  ل  ی، م  وارد در و اخ  ی  ر س  ال ھ ای در اس  ت. داده م  ا ب  ه آن  ه  ا ب  ی  ن واب  س  ت  گ  ی ھ م  چ  ن  ی  ن و م  س  ائ  ل ای  ن از ب  ه  ت  ری

پ  ای  ان ن  ام  ه ای  ن در اص  ل  ی م  وض  وع م  وج  ودی، ب  رش م  س  ال  ه و ی  ک  پ  ارچ  ه ان  دازه گ  ی  ری م  س  ال  ه ی  ع  ن  ی ادغ  ام ای  ن اس  ت. ش  ده ب  ی  ش  ت  ری ت  وج  ه

م  ی ب  اش  د.

ب  رای ط  رح، ی  ک ھ زی  ن  ه ح  داق  ل ت  ع  ی  ی  ن ب  رای را م  وج  ودی ن  گ  ه  داری و ن  گ  ه  داری ھ زی  ن  ه ھ ای ب  ی  ن ت  ج  ارت ،(LSP) ان  دازه گ  ی  ری م  س  ئ  ل  ه

ب  ه ت  وج  ه ب  ا م  ی ت  وان را م  س  ال  ه ای  ن ھ م  چ  ن  ی  ن م  ی دھ د. ق  رار ب  ررس  ی م  ورد ت  ق  اض  ا ب  ه پ  اس  خ  گ  وی  ی ب  رای (ھ ا) م  اش  ی  ن چ  ن  دی  ن) (ی  ا ی  ک

زم  ان  ی اف  ق پ  وی  ا)، ی  ا (دائ  م  ی ت  ق  اض  ا س  ط  ح)، چ  ن  د ی  ا (ت  ک ت  ول  ی  د س  اخ  ت  ار س  ط  وح ت  ع  داد م  ان  ن  د ک  رد، ط  ب  ق  ه ب  ن  دی م  خ  ت  ل  ف وی  ژگ  ی ھ ای

در lot-zing م  س  ئ  ل  ه م  ورد در ب  س  ی  اری م  ق  الات راه ان  دازی. زم  ان و ظ  رف  ی  ت م  ح  دودی  ت ھ ای ب  ه ت  وج  ه و ب  ی ن  ه  ای  ت) ی  ا (م  ح  دود

،[٢١] م  ق  الات ب  ه م  ی ت  وان آن  ه  ا ج  م  ل  ه از ک  ه ان  د ش  ده lot-zing م  س  أل  ه م  ورد در ب  س  ی  اری م  ق  الات اس  ت. ش  ده ارائ  ه م  خ  ت  ل  ف، م  ح  ی  ط ھ ای

روش ھ ای و ب  زرگ ان  دازه گ  ی  ری م  ش  ک  لات درب  اره ک  ام  ل  ی ب  ح  ث [۴] و [٢٣] ک  ت  اب در ھ م  چ  ن  ی  ن ک  رد. اش  اره .[١] ،[۵] ،[٢٢] ،[٢]

اس  ت. ش  ده ارائ  ه آن ح  ل

ش  ن  اخ  ت  ه خ  ام م  واد ع  ن  وان ب  ه ت  ر ب  زرگ ق  ط  ع  ات و س  ف  ارش  ات ل  ي  س  ت ع  ن  وان ب  ه ك  وچ  ك  ت  ر ق  ط  ع  ات (CSP) م  وج  ودی  ب  رش م  س  ال  ه در

ب  ه . اس  ت خ  ام م  واد از س  ف  ارش  ات ل  ي  س  ت ك  ام  ل ت  ام  ي  ن م  ن  ظ  ور ب  ه ب  رش از ح  اص  ل ض  اي  ع  ات ك  ردن ك  م  ي  ن  ه اص  ل  ي، ھ دف . ش  ون  د م  ی

آن، ح  ل م  ش  ک  لات و ب  رش م  س  أل  ه ع  م  ل  ی  ات  ی و اق  ت  ص  ادی اھ م  ی  ت ن  ام  ن  د. م  ی ن  ی  ز ض  ای  ع  ات ك  اھ ش م  س  ئ  ل  ه را م  س  ئ  ل  ه اي  ن دل  ي  ل ھ م  ي  ن

چ  ه  ار اس  اس ب  ر را م  وج  ودی ب  رش م  س  ال  ه .[٢٠ ١٩؛ ١٨؛ ١٧؛ ١۶؛ ١۵؛ ١۴؛ [٩؛ اس  ت گ  ش  ت  ه زم  ی  ن  ه ای  ن در م  ق  الات  ی پ  ی  دای  ش ب  اع  ث

ب  زرگ اش  ی  اء دس  ت  ه ب  ن  دی ق  ط  ع  ات)، و اش  ی  اء ان  ت  خ  اب (ی  ع  ن  ی ت  خ  ص  ی  ص ن  وع ب  رش)، ف  رآی  ن  د در م  رب  وط  ه اب  ع  اد ت  ع  داد (ی  ع  ن  ی اب  ع  اد وی  ژگ  ی

ن  وع در ت  غ  ی  ی  رات [۴] آن از پ  س م  ی ک  ن  ی  م. ت  ق  س  ی  م ب  ن  دی ق  ط  ع  ات) ان  واع (ی  ع  ن  ی ک  وچ  ک ق  ط  ع  ات از م  ج  م  وع  ه ای و اش  ی  اء) ان  واع (ی  ع  ن  ی



٣ م  وج  ودی ب  رش م  س  ال  ه

اس  ت. داده ق  رار ت  ح  ل  ی  ل و ت  ج  زی  ه م  ورد م  ش  ک  لات از پ  الای  ش ج  ن  ب  ه ھ ای ش  ن  اس  ی،

ب  زرگ م  ش  ک  ل ب  ا م  ی ک  ن  د، دخ  ال  ت م  ش  ک  ل  ی ھ ر در اص  ل  ی ت  ج  ارت در ف  ق  ط ک  ه م  دل ھ ای  ی ط  ری  ق از ج  داگ  ان  ه ط  ور ب  ه ادب  ی  ات ای  ن

ک  ه اس  ت ت  م  ای  ل اش  اره گ  ر [١٨ ١۴؛ [١٣؛ م  ق  الات ب  ررس  ی از ب  رخ  ی ح  ال، ای  ن ب  ا م  ی رود. ک  ن  ار س  ه  ام م  ش  ک  ل ب  رداش  ت  ن و ان  دازه گ  ی  ری

در گ  رای  ش ای  ن اخ  ی  ر، س  ال ھ ای ط  ول در اس  ت. آی  ن  ده ت  ح  ق  ی  ق  ات از م  ه  م ج  ن  ب  ه ی  ک ی  ک  پ  ارچ  ه ص  ورت ب  ه م  خ  ت  ل  ف م  ش  ک  لات ب  ا ب  رخ  ورد

ص  ن  ع  ت  ی ن  گ  ران  ی ھ ای م  ش  ارک  ت ب  ه ت  وج  ه ب  ا ک  ه ع  م  ل  ی م  وارد ت  ح  ل  ی  ل و ت  ج  زی  ه و س  ه  ام، ب  رش و ان  دازه گ  ی  ری ب  ه م  رب  وط م  س  ائ  ل م  ورد

ت  ص  م  ي  م  ات س  ه  ام م  ش  ک  ل ب  رش و ب  زرگ م  ق  ی  اس ی  ک  پ  ارچ  ه س  ازی اص  ل  ی ای  ده ش  د. م  ش  اھ ده ش  د، م  ن  ت  ه  ی ب  ی  ش  ت  ر ان  گ  ی  زه ی  ک ب  ه م  رب  وط  ه،

ح  ل راه ي  ک ب  ه دس  ت  ي  اب  ي ب  راي را ت  ص  م  ي  م ھ ا اي  ن ب  ي  ن م  ت  ق  اب  ل واب  س  ت  گ  ي ب  ت  وان  د ت  ا ب  گ  ي  رد ن  ظ  ر در ھ م  زم  ان ط  ور ب  ه را دل  ي  ل  ي ھ ر ب  ه م  رب  وط

ف  رض ھ ای اغ  ل  ب م  ی ک  ن  ن  د، اش  اره ی  ک  پ  ارچ  ه  ب  رش و ان  دازه گ  ی  ری م  س  أل  ه ی  ک ب  ه م  خ  ت  ل  ف ن  وی  س  ن  دگ  ان وق  ت  ی آورد. دس  ت ب  ه ج  ه  ان  ي ب  ه  ت  ر

ف  رم  ول ی  ک م  ا م  ی گ  ی  رن  د. ن  ظ  ر در را م  ت  ف  اوت ک  ام  لا م  دل ھ ای رو ای  ن از و م  ی گ  ی  رن  د ن  ظ  ر در ی  ک  پ  ارچ  گ  ی س  ط  ح ب  ه ن  س  ب  ت را م  خ  ت  ل  ف  ی

م  ی گ  ی  رد، ن  ظ  ر در را ادغ  ام اص  ل  ی ج  ن  ب  ه دو ک  ه ت  رک  ی  ب  ی م  ش  ک  ل م  ی دھ ی  م ارائ  ه پ  ی  ش  ن  ه  اد ای  ن ب  رای ع  م  وم  ی

زم  ان  ی دوره ھ ای در ی  ک  پ  ارچ  گ  ی ال  ف.

ت  ول  ی  د. س  ط  وح ب  ی  ن ی  ک  پ  ارچ  گ  ی ب.

ط  ب  ق  ه ب  ن  دی را ادب  ی  ات در ش  ده ارائ  ه م  خ  ت  ل  ف م  دل ھ ای روش  ن  ی ب  ه ت  ا م  ی دھ د اج  ازه م  ا ب  ه ک  ه اس  ت اب  زار ی  ک م  ی ک  ن  د ف  راھ م م  دل ای  ن

زم  ان  ی، دوره چ  ن  دی  ن و ت  ول  ی  د س  ط  ح س  ه ش  ام  ل ی  ک  پ  ارچ  ه م  دل ی  ک م  ی ش  ود. ان  ج  ام ع  م  وم  ی ف  رم  ول ی  ک ارائ  ه اول  ی  ن ب  ا ط  ب  ق  ه  ب  ن  دی ک  ن  ی  م.

آن  ه  ا وی  ژگ  ی ھ ای ب  راس  اس ادب  ی  ات م  دل ھ ای اس  ت. س  ه  ام ب  رش م  ش  ک  ل ان  دازه و ان  دازه ب  ی  ن ادغ  ام م  ی  زان ب  الات  ری  ن ب  ه رس  ی  دن ھ دف ب  ا

م  ی ش  ون  د. ط  ب  ق  ه ب  ن  دی ت  ول  ی  د س  ط  ح و زم  ان  ی اف  ق ب  ه ت  وج  ه ب  ا

در ت  ن  ظ  ی  م  ات و ظ  رف  ی  ت م  ح  دودی  ت ھ ای ب  ه ت  وج  ه ھ م  چ  ن  ی  ن ن  ه  ای  ی، م  ح  ص  ولات و ق  ط  ع  ات اش  ی  اء، ب  ه م  رب  وط دی  گ  ر، م  ه  م م  س  ائ  ل

ن  ق  ش ک  ن  ون  ی، ادب  ی  ات در ی  ک  پ  ارچ  ه م  خ  ت  ل  ف م  دل ھ ای ط  ب  ق  ه ب  ن  دی و ی  ک  پ  ارچ  ه ک  ل  ی م  دل ی  ک ارائ  ه م  ی ش  ود. ارزی  اب  ی ن  ی  ز م  خ  ت  ل  ف س  ط  وح

م  ش  ک  لات ب  رش و ی  ک  پ  ارچ  ه ان  دازه از ت  ح  ل  ی  ل و ت  ج  زی  ه و ع  م  وم  ی ب  ررس  ی ھ ی  چ م  ا، اط  لاع  ات از ک  ام  ل ط  ور ب  ه اس  ت. م  ق  ال  ه ای  ن اص  ل  ی

ب  رای ج  ال  ب زم  ی  ن  ه ھ ای ک  ه م  ی دھ د اج  ازه م  ا ب  ه ھ م  چ  ن  ی  ن ت  ح  ل  ی  ل ای  ن ای  ن، ب  ر ع  لاوه اس  ت ش  ده ان  ج  ام ک  ن  ون ت  ا دارد وج  ود س  ه  ام

از م  ف  ص  ل  ی ب  ح  ث اس  ت. ی  ک  پ  ارچ  ه م  دل ھ ای ب  ه م  رب  وط م  دل س  ازی ج  ن  ب  ه ھ ای ب  ه م  ح  دود م  ق  ال  ه دام  ن  ه ک  ن  ی  م. م  ش  خ  ص را آی  ن  ده ت  ح  ق  ی  ق  ات



ری  اض  ی ھ ای م  دل ۴

س  ه  ام  ی ب  رش و ان  دازه گ  ی  ری م  ش  ک  ل م  دل ھ ای ،١ . ٢ ب  خ  ش در اس  ت: زی  ر ش  رح ب  ه م  ق  ال  ه ای  ن اس  ت. ق  رار ای  ن از ح  ل راه روی  ک  ردھ ای

در م  ق  دم  ات  ی ب  رش و ان  دازه گ  ی  ری ی  ک  پ  ارچ  گ  ی ب  خ  ش، ای  ن در اس  ت. گ  رف  ت  ه ق  رار ب  ح  ث م  ورد و ش  ده ارائ  ه ھ س  ت  ن  د، ک  ار ای  ن ب  راس  اس ک  ه

روی ب  ر م  ط  ال  ع  ات م  ورد در ب  ح  ث و ط  ب  ق  ه ب  ن  دی و اس  ت  ف  اده م  ورد ط  ب  ق  ه ب  ن  دی م  لاک ھ ای ١ . ٢ . ٢ ب  خ  ش اس  ت. ش  ده ارائ  ه م  ق  ال  ه ای  ن

م  ی دھ د. ارائ  ه را آی  ن  ده ت  ح  ق  ی  ق  ات ج  ه  ت و م  ق  ال  ه از ح  اص  ل ن  ت  ای  ج ١ . ٢ . ٣ ب  خ  ش ن  ه  ای  ت، در م  ی دھ د. ارائ  ه را ی  ک  پ  ارچ  ه م  ش  ک  لات

ری  اض  ی١ ھ ای م  دل ١ . ٢

م  خ  ت  ص  ری ب  ح  ث ھ م  چ  ن  ی  ن اس  ت. ش  ده ارائ  ه ب  رش م  س  ال  ه ھ م  چ  ن  ی  ن و ب  زرگ گ  ی  ری ان  دازه م  س  ال  ه ب  رای اس  اس  ی م  دل ھ ای ب  خ  ش، ای  ن در

داد. خ  واھ ی  م ان  ج  ام م  س  ائ  ل از ک  دام ھ ر ت  ع  م  ی  م ب  ه راج  ع

لات٢ ان  دازه گ  ی  ری م  س  أل  ه م  ورد در ب  ح  ث ١ . ٢ . ١

ظ  رف  ی  ت م  ح  دودی  ت ھ ای ب  ا م  ورد چ  ن  دی  ن ب  رای [١٧] ت  وس  ط و آی  ت  م ی  ک ب  رای [٢۴] ت  وس  ط ب  ار اول  ی  ن ب  رای ان  دازه گ  ی  ری ع  م  ده م  ش  ک  ل

ن  ظ  ر در را اس  ت ش  ده ارائ  ه [٢٠] ت  وس  ط ک  ه (CL) راه ان  دازی زم  ان ب  ا ظ  رف  ی  ت ان  دازه گ  ی  ری م  س  أل  ه ی  ک م  ا ب  خ  ش، ای  ن در ش  د. م  ع  رف  ی

: ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در را زی  ر ت  ص  م  ی  م گ  ی  ری م  ت  غ  ی  رھ ای و پ  ارام  ت  رھ ا م  ج  م  وع  ه ھ ا، م  ی گ  ی  ری  م.

م  ج  م  وع  ه

(index t) زم  ان  ی دوره ھ ای از م  ج  م  وع  ه ای : T

(index i) آی  ت  م ھ ا از م  ج  م  وع  ه ای : I

پ  ارام  ت  رھ ا

t دوره در i آی  ت  م ن  ص  ب ھ زی  ن  ه : scit

t دوره در i آی  ت  م واح  د ت  ول  ی  د ھ زی  ن  ه : vcit

١Mathematical Models
٢Discussion of the Lot-Sizing Problem
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t دوره در i آی  ت  م واح  د داش  ت  ن ن  گ  ه ھ زی  ن  ه : hcit

t دوره در i آی  ت  م س  اخ  ت زم  ان : stit

t دوره در i م  ورد واح  د ت  ول  ی  د زم  ان : vtit

t دوره در i آی  ت  م ت  ق  اض  ای : dit

r دوره ب  ه t دوره از i آی  ت  م ت  ق  اض  ای م  ج  م  وع : sditr

t دوره در آی  ت  م ت  ول  ی  د ب  رای م  وج  ود زم  ان  ی) (م  ح  دودی  ت ظ  رف  ی  ت : capt

ت  ص  م  ی  م گ  ی  ری م  ت  غ  ی  رھ ای

t دوره در i آی  ت  م ت  ول  ی  د م  ق  دار : Xi
t

t دوره پ  ای  ان در i آی  ت  م ب  رای م  وج  ودی : Si
t

اس  ت. t دوره در i آی  ت  م ن  ش  دن ی  ا ش  دن ت  ول  ی  د ن  ش  ان دھ ن  ده ب  ای  ن  ری م  ت  غ  ی  ر : Y i
t

min
∑
t∈T

∑
i∈I

(scit Y
i
t + vcit X

i
t + hcit S

i
t) (١ . ١)

sditT +Xi
t = dit + Si

t ∀i, ∀t (١ . ٢)

Xi
t ⩽ sdiT t Y

i
t ∀i, ∀t (١ . ٣)∑

i∈T
(ctit Y

i
t + vtit X

i
t) ⩽ capt ∀t (۴ . ١)

Y i
t ∈ {۰,۱} ∀i, ∀t (۵ . ١)

Xi
t , S

i
t ∈ R+ (۶ . ١)
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(١ . ٢) م  ح  دودی  ت ھ ای م  ی رس  ان  د. ح  داق  ل ب  ه را م  وج  ودی ن  گ  ه  داری و ت  ول  ی  د ھ زی  ن  ه راه ان  دازی، ھ زی  ن  ه ک  ل (١ . ١) ھ دف ت  اب  ع

ف  ع  ل  ی ت  ق  اض  ای ک  ردن ب  رآورده م  ن  ظ  ور ب  ه ج  اری دوره ت  ول  ی  د و ق  ب  ل  ی دوره م  وج  ودی از ک  ه ھ س  ت  ن  د: ت  ق  اض  ا ک  ن  ن  ده ت  ن  ظ  ی  م م  ح  دودی  ت ھ ای

م  ح  دودی  ت ھ ای دھ د. رخ دوره در ت  ول  ی  دی ھ ر اگ  ر م  ی ک  ن  ن  د ت  ح  م  ی  ل ی  ک  ی ب  ه را ت  ن  ظ  ی  م م  ت  غ  ی  ر (١ . ٣) م  ح  دودی  ت ھ ای م  ی ک  ن  د. اس  ت  ف  اده

م  ح  دودی  ت ھ ا ن  ه  ای  ت، در ن  ب  اش  د. دوره ھ ر در م  وج  ود ظ  رف  ی  ت از ب  ی  ش راه ان  دازی زم  ان و ت  ول  ی  د ک  ل ک  ه م  ی ش  ود ب  اع  ث (۴ . ١) ب  ع  دی

ک  ه م  ی دھ د ن  ش  ان را ت  ک  م  ی  ل  ی س  ط  ح س  ی  س  ت  م ی  ک CL م  دل م  ی ی  اش  ن  د. ب  ودن ن  ام  ن  ف  ی و ی  ک  پ  ارچ  گ  ی م  ح  دودی  ت ھ ای (۶ . ١) و (۵ . ١)

م  رب  وط  ه ت  ق  اض  ای م  ی آی  د. دس  ت ب  ه ع  م  ل  ی  ات ی  ک در پ  ردازش از پ  س م  س  ت  ق  ی  م ب  ه ط  ور ن  ه  ای  ی م  ح  ص  ول ک  ه اس  ت م  س  أل  ه ی  ک ب  ه م  رب  وط

در ک  ه م  واردی م  ی  ان در س  ط  ح  ی، چ  ن  د س  ی  س  ت  م در دی  گ  ر، س  وی از م  ی ش  ود. ش  ن  اخ  ت  ه م  س  ت  ق  ل ت  ق  اض  ای ع  ن  وان ب  ه ن  ه  ای  ی م  ح  ص  ولات ب  رای

ت  ق  اض  ای ک  ه م  ی دھ د ن  ش  ان را ت  ش  ک  ی  ل دھ ن  ده اج  زای ب  رای ت  ق  اض  ا ن  ه  ای  ی، م  ح  ص  ولات ت  ول  ی  د دارد. وج  ود ارت  ب  اط دارد، وج  ود م  اده لای  ح  ه

ت  ف  اوت م  س  ت  ق  ل و واب  س  ت  ه ت  ق  اض  ای ب  ی  ن ت  ا م  ی ی  اب  د ت  غ  ی  ی  ر (١ . ٢) ت  ق  اض  ا م  ح  دودی  ت س  ط  ح  ی، چ  ن  د م  دل در م  ی دھ د. ن  ش  ان را واب  س  ت  ه

م  ی گ  ی  ری  م: ن  ظ  ر در را زی  ر داده ھ ای س  ط  ح  ی، چ  ن  د م  س  أل  ه ی  ک ف  رم  ول ب  ن  دی ب  رای ک  ن  د.

(index I) ؛ i آی  ت  م م  س  ت  ق  ی  م ج  ان  ش  ی  ن  ان از م  ج  م  وع  ه ای : S(i)

. l آی  ت  م از واح  د ی  ک در i اس  ت  ف  اده م  ورد اق  لام ت  ع  داد : riL

داش  ت  ه اس  ت، ش  ده ای  ج  اد آن م  س  ت  ق  ی  م ج  ان  ش  ی  ن  ان ت  ول  ی  د ت  وس  ط ک  ه را خ  ود واب  س  ت  ه ت  ق  اض  ای ھ م  چ  ن  ی  ن و خ  ود م  س  ت  ق  ل ت  ق  اض  ای ت  وان  د م  ی i

م  ی ش  ود: ن  وش  ت  ه زی  ر ص  ورت ب  ه ج  دی  د ت  ق  اض  ای ک  ن  ن  ده ت  ن  ظ  ی  م م  ح  دودی  ت ب  اش  د.

sit−۱ +Xi
t = dit +

∑
I∈S(i)

riL XL
t ∀i, ∀t (١ . ٧)

ک  ردن ان  ب  ار ام  ک  ان ھ م  چ  ن  ی  ن و م  وارد ت  ول  ی  د ب  رای دس  ت  گ  اه چ  ن  د از اس  ت  ف  اده م  ا ب  زرگ، ان  دازه گ  ی  ری م  س  أل  ه م  ت  ن  وع ف  رم  ت ھ ای م  ی  ان در

از دی  گ  ر ی  ک  ی ظ  رف  ی  ت، م  ح  دودی  ت در راه ان  دازی س  اخ  ت  ار [٢۶ ٢۵؛ ٢٠؛ ۵؛ [٢؛ م  ی دھ ی  م. ق  رار ب  ررس  ی م  ورد را ت  ق  اض  ا از ب  خ  ش  ی

از م  س  ت  ق  ل ی  ا واب  س  ت  ه م  ی ت  وان  د م  ح  ص  ول ی  ک راه ان  دازی .[١۵] م  ی دھ د ق  رار ب  ررس  ی م  ورد را lshgi پ  ی  چ  ی  دگ  ی ک  ه اس  ت م  واردی

.[١٧ [١۵؛ ش  ود م  ن  ت  ق  ل ب  ع  دی دوره ب  ه م  ی ت  وان  د دوره ی  ک در ن  ه  ای  ی راه ان  دازی ی  ا ،[٢۵] ب  اش  د ت  ول  ی  د دن  ب  ال  ه در ق  ب  ل  ی م  ح  ص  ول

ت  وس  ط ش  ده ارائ  ه ش  ب  ک  ه س  اخ  ت  ار اص  لاح ب  ه اش  اره م  ا اس  ت. ش  ده ارائ  ه ادب  ی  ات در ب  زرگ ان  دازه گ  ی  ری م  س  أل  ه ب  رای ج  ای  گ  زی  ن ف  رم  ول ھ ای

م  ی ک  ن  د. اص  لاح را [١٢] س  اده ک  ارخ  ان  ه م  ح  ل ف  رم اص  لاح و م  س  ی  ر ک  وت  اه ت  ری  ن م  ش  ک  ل ی  ک ع  ن  وان ب  ه را ب  زرگ س  ازی م  ش  ک  ل ک  ه [١۶]
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ای  ن گ  س  ت  رش م  ی ک  ن  ن  د. ف  راھ م را پ  ای  ی  ن ت  ر م  رزھ ای اص  ل  ی، ف  رم  ول ھ ای ب  ا م  ق  ای  س  ه در زی  را ھ س  ت  ن  د، ق  وی ف  رم  ول ھ ای اص  لاح  ی  ه ھ ا ای  ن

.[٢١ ١٩؛ ١٨؛ [۵؛ اس  ت ی  اف  ت  ه ب  ه  ب  ود پ  ای  ی  ن ت  ر م  رزھ ای آوردن دس  ت ب  ه ب  رای م  وف  ق  ی  ت آم  ی  ز ط  ور ب  ه ت  ج  زی  ه ال  گ  وری  ت  م ھ ای در اص  لاح  ات

ب  رش م  س  أل  ه پ  ی  رام  ون ب  ح  ث  ی ١ . ٢ . ٢

و ج  م  ع ف  رم  ول ی  ک م  ورد اول  ی اس  ت. ش  ده گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در پ  ژوھ ش ھ ا در ف  رم  ول ب  ن  دی دو آن، اص  ل  ی ع  ن  اص  ر و CSP م  دل س  ازی ب  رای

ع  ن  وان ب  ه ھ م  چ  ن  ی  ن اس  ت، م  ع  روف KT ب  ه ک  ه ف  رم  ول ب  ن  دی ای  ن اس  ت. ش  ده پ  ی  ش  ن  ه  اد [١۵] ت  وس  ط و اس  ت ب  ع  دی ی  ک م  ورد ب  رای ج  ور

ب  ه را KT م  دل ب  رای گ  ی  ری ت  ص  م  ی  م م  ت  غ  ی  رھ ای و پ  ارام  ت  رھ ا ،P م  ج  م  وع  ه .[١٠] ش  ود م  ی ش  ن  اخ  ت  ه CSP ب  رای ع  م  وم  ی ان  ت  س  اب م  دل

م  ی گ  ی  ری  م: ن  ظ  ر در زی  ر ص  ورت

م  ج  م  وع  ه

(index p) ق  ط  ع  ات از م  ج  م  وع  ه ای : P

پ  ارام  ت  رھ ا

ن  ی  از م  ورد اش  ی  اء ت  ع  داد ح  داق  ل : O

ج  س  م ط  ول : L

p ق  ط  ع  ه ط  ول : lp

p ق  ط  ع  ه از ت  ق  اض  ا : dp

ت  ص  م  ی  م گ  ی  ری م  ت  غ  ی  رھ ای

خ  ی  ر. ی  ا م  ی گ  ی  رد ق  رار اس  ت  ف  اده م  ورد ش  ی آی  ا ک  ه م  ی دھ د ن  ش  ان ک  ه ب  ای  ن  ری م  ت  غ  ی  ر : yo

o ش  یء از ب  رش p ق  ط  ع  ه واح  دھ ای ت  ع  داد : hpo
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KT م  دل

min

O∑
o=۱

yo (١ . ٨)

subject to :

O∑
o=۱

hpo ⩽ dp ∀p (١ . ٩)

P∑
p=۱

Lp h
p
o ⩽ L yo ∀o (١ . ١٠)

yo ∈ {۰,۱} ∀o (١ . ١١)

hpo ∈ Z+ ∀o,∀p (١ . ١٢)

ت  أم  ی  ن ب  خ  ش ھ ر ب  رای ت  ق  اض  ا ک  ه م  ی ک  ن  د ت  ض  م  ی  ن (١ . ٩) م  ح  دودی  ت  م  ی  رس  ان  د. ح  داق  ل ب  ه را ب  رش اش  ی  اء ت  ع  داد (١ . ٨) ھ دف ت  اب  ع

ش  ده ج  دا ک  ه ق  ط  ع  ه ھ ای  ی ت  رک  ی  ب ش  ود، ب  ری  ده o ش  یء اگ  ر ک  ه م  ی ک  ن  ن  د ت  ض  م  ی  ن و اس  ت دک  م  ه ای م  ح  دودی  ت  (١ . ١٠) م  ح  دودی  ت  م  ی ش  ود.

را ب  ودن غ  ی  رم  ن  ف  ی و ی  ک  پ  ارچ  گ  ی ش  رای  ط (١ . ١٢) و (١ . ١١) م  ح  دودی  ت ھ ای م  ج  م  وع  ه ن  ه  ای  ت، در رود. ف  رات  ر آن ان  دازه از ن  م  ی ت  وان  د ان  د

[١۵] ت  وس  ط م  دل ای  ن اس  ت. ب  رش م  س  ال  ه ب  رای ش  ده ش  ن  اخ  ت  ه م  دل ب  ه  ت  ری  ن ک  ه م  ی ک  ن  ی  م م  ع  رف  ی را CSP م  دل ادام  ه در م  ی ک  ن  د. اع  م  ال

ک  ه م  ع  ن  ا ای  ن ب  ه اس  ت. ان  ع  ط  اف پ  ذی  رت  ر KT م  دل ب  ا م  ق  ای  س  ه در ف  رم  ولاس  ی  ون ای  ن م  ی ن  ام  ی  م. GG را آن اخ  ت  ص  ار ب  ه و اس  ت ش  ده پ  ی  ش  ن  ه  اد

ب  ا ال  گ  وھ ا ب  رش ای  ده از GG ف  رم  ول ک  رد. ت  ب  دی  ل CSP م  س  أل  ه ت  وس  ی  ع ھ ای س  ای  ر و ب  ع  دی چ  ن  د م  س  ائ  ل ب  ه راح  ت  ی ب  ه را آن م  ی ت  وان

ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر در زی  ر ص  ورت ب  ه را GG م  دل ب  رای ت  ص  م  ی  م گ  ی  ری م  ت  غ  ی  رھ ای و پ  ارام  ت  رھ ا م  ی ک  ن  د. اس  ت  ف  اده اش  ی  ا روی ب  ر م  ح  دودی  ت

م  ج  م  وع  ه

(index j) ب  رش ال  گ  وھ ای از م  ج  م  وع  ه ای : J

پ  ارام  ت  رھ ا

اس  ت. ش  ده گ  ن  ج  ان  ده ب  رش j ال  گ  وی در p ق  ط  ع  ه ک  ه دف  ع  ات  ی ت  ع  داد : apj
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ت  ص  م  ی  م گ  ی  ری م  ت  غ  ی  رھ ای

م  ی ش  ون  د. داده ب  رش j ب  رش ال  گ  وی ب  ه ت  وج  ه ب  ا ک  ه اش  ی  ای  ی ت  ع  داد : Zj

GG م  دل

min

J∑
j=۱

Zj (١ . ١٣)

subject to

J∑
j=۱

apj ⩾ dp ∀ p (١۴ . ١)

Zj ∈ Z+ ∀ Z (١۵ . ١)

ھ ر ب  رای ت  ق  اض  ا ک  ه م  ی ک  ن  ن  د ح  اص  ل اط  م  ی  ن  ان (١۴ . ١) م  ح  دودی  ت ھ ا م  ی رس  ان  د. ح  داق  ل ب  ه را ب  رش اش  ی  اء ت  ع  داد (١ . ١٣) ھ دف ت  اب  ع

(١۵ . ١) م  ح  دودی  ت ھ ا م  ی ش  ود. ب  رآورده م  خ  ت  ل  ف ب  رش ال  گ  وھ ای از اس  ت  ف  اده ب  ا و ان  ب  ار در م  وج  ود اش  ی  اء ب  رش ط  ری  ق از ق  ط  ع  ه

ک  رد ت  ب  دی  ل KT ف  رم  ول ب  ه ول  ف و دان  ت  زی  ک ت  ج  زی  ه اص  ل از اس  ت  ف  اده ب  ا م  ی ت  وان را GG ف  رم  ول ھ س  ت  ن  د. ی  ک  پ  ارچ  گ  ی م  ح  دودی  ت ھ ای

اب  ت  دا [٢٣] دل  ی  ل ھ م  ی  ن ب  ه م  ی آی  د. ن  ظ  ر ب  ه س  خ  ت م  س  أل  ه ای  ن ح  ل ت  ص  م  ی  م گ  ی  ری، م  ت  غ  ی  رھ ای زی  اد ت  ع  داد ب  ه ت  وج  ه ب  ا ام  ا .[٢١ [١٧؛

ب  ه (١۴ . ١) آن ب  ا م  رت  ب  ط پ  ارام  ت  رھ ای و Zj س  ت  ون ھ ای ک  ردن  د. ح  ل ح  ل س  ت  ون ت  ول  ی  د روش از اس  ت  ف  اده ب  ا را خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ن  وی  س  ی م  س  أل  ه

م  س  أل  ه ب  رای م  ی ش  ون  د. اض  اف  ه اص  ل  ی م  س  أل  ه ب  ه ف  ع  ل  ی ح  ل راه ب  ه  ب  ود م  ن  ظ  ور ب  ه س  ت  ون ھ ا و م  ی ش  ون  د ت  ول  ی  د م  س  أل  ه زی  ر ی  ک ح  ل وس  ی  ل  ه

ش  ده ارائ  ه پ  ژوھ ش ھ ا در ن  ی  ز ح  ل راه دی  گ  ر روش ھ ای زی  رم  ج  م  وع  ه ھ ا، .[۵ [۴؛ م  ی ش  ود ت  ب  دی  ل پ  ش  ت  ی ک  ول  ه م  س  أل  ه ب  ه م  س  أل  ه زی  ر ب  رش،

اس  اس ب  ر اک  ت  ش  اف  ی از اس  ت  ف  اده ب  ا م  ی ت  وان  د ص  ح  ی  ح ح  ل راه ی  ک و اس  ت آرام  ش ب  خ  ش م  س  أل  ه ح  ل م  ع  م  ول، ط  ور ب  ه .[٩ ٨؛ [٢؛ اس  ت

در را س  ت  ون ت  ول  ی  د ف  رآی  ن  د ک  ه اس  ت ق  ی  م  ت و ش  اخ  ه ای ف  رآی  ن  د ی  ک ت  وس  ط ی  ا و [١۴ ١٠؛ [٩؛ ک  ردن گ  رد روش ھ ای و ک  س  ر ت  ق  ری  ب  ی روش

ش  ده پ  ی  ش  ن  ه  اد ب  رش س  ه  ام م  س  أل  ه ب  رای ج  ای  گ  زی  ن ف  رم  ولاس  ی  ون ھ ای .[٨ ٧؛ ۶؛ [۵؛ م  ی ک  ن  د ت  ع  ب  ی  ه واب  س  ت  ه و ش  اخ  ه ای روی  ک  رد ی  ک

ق  ط  ع  ات ب  ه م  ی ت  وان را ب  زرگ اج  س  ام چ  گ  ون  ه ک  ه م  ی ک  ن  د ت  ع  ی  ی  ن خ  ود، اس  ت  ان  دارد ف  رم در CSP .[١۴] ی  ک  پ  ارچ  ه م  دل م  ان  ن  د اس  ت،

ج  ن  ب  ه ھ ای و اس  ت ی  اف  ت  ه گ  س  ت  رش اس  ت  ان  دارد م  دل س  ال ھ ا، ط  ول در ش  ود. ب  رآورده ق  ط  ع  ات ب  رای ت  ق  اض  ا ط  وری  ک  ه ب  ه ک  رد ت  ق  س  ی  م ک  وچ  ک  ت  ر

ت  وج  ه م  ورد ی  ک  پ  ارچ  ه ع  م  وم  ی م  دل ب  رای ک  ه م  واردی از ب  ع  ض  ی اس  ت. داده ق  رار ب  ررس  ی م  ورد را م  ی ش  ود ی  اف  ت واق  ع  ی  ت در ک  ه م  خ  ت  ل  ف  ی
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ض  خ  ام  ت) ی  ا وزن م  خ  ت  ل  ف، ھ ای ط  ول ب  ا م  ث  ال ع  ن  وان (ب  ه اش  ی  اء م  خ  ت  ل  ف ان  واع از اس  ت  ف  اده اس  ت. ش  ده داده ش  رح زی  ر در ھ س  ت  ن  د،

ک  ردن اض  اف  ه ک  ل  ی، ط  ور ب  ه ش  ود. ک  ل  ی م  واد از ب  ه  ت  ر اس  ت  ف  اده ب  ه م  ن  ج  ر ت  وان  د م  ی و ب  اش  د م  ی ص  ن  ای  ع از ب  رخ  ی در م  ه  م ھ ای وی  ژگ  ی از ی  ک  ی

ای  ن ب  رای ب  ه  ی  ن  ه ح  ل راه ی  ک ای  ج  اد اش  ی  اء، م  ت  ف  اوت ک  ردن اض  اف  ه ب  ا .[۵] اس  ت. ض  روری م  خ  ت  ل  ف اھ داف ب  ا م  رت  ب  ط ھ ای ھ زی  ن  ه

ب  الای  ی س  ط  ح م  ع  رض در اس  ت م  م  ک  ن ی  ا ،[۵ [٣؛ ب  اش  ن  د دس  ت  رس در ن  ام  ح  دود م  ق  دار در اس  ت م  م  ک  ن اش  ی  اء م  ی ش  ود. دش  وارت  ر م  ش  ک  ل

اج  ت  ن  اب ن  اپ  ذی  ر ف  رآی  ن  د دادن دس  ت از م  ی ک  ن  ن  د، ع  ب  ور ب  رش ف  رآی  ن  د ط  ری  ق از اش  ی  اء ای  ن  ک  ه از پ  س ک  ل  ی، ط  ور ب  ه .[٢١ [٢٠؛ گ  ی  رد ق  رار

و ت  ر دادن دس  ت از م  وارد، ب  ع  ض  ی در ح  ال، ای  ن ب  ا ش  ود. ت  ب  دی  ل خ  ام م  واد ت  وج  ه ق  اب  ل زب  ال  ه ی  ک ب  ه م  ی ت  وان  د ن  ه  ای  ت در ک  ه م  ی ش  ود ت  ول  ی  د

در م  ی ت  وان را خ  ام م  واد ب  اش  د، ب  ل  ن  د ک  اف  ی ان  دازه ب  ه آن ان  دازه اگ  ر ن  م  ی ش  ود. ت  ب  دی  ل زائ  د م  واد ع  ن  وان ب  ه ل  زوم  ا ب  رش، ال  گ  وی ی  ک از ت  م  ی  ز

ت  اک  ن  ون، ب  ح  ث م  ورد ف  رم  ت ھ ای در .[٧ [۵؛ ش  ود اس  ت  ف  اده ق  ط  ع  ات ت  ول  ی  د ب  رای ب  رش رون  د در ورودی ع  ن  وان ب  ه ب  ع  دا ت  ا ک  رد ذخ  ی  ره ان  ب  ار

م  واد ک  اغ  ذ، ص  ن  ای  ع م  ان  ن  د ص  ن  ع  ت  ی ک  ارب  ردھ ای از ب  ع  ض  ی در ح  ال، ای  ن ب  ا دارد. س  ه  ام ب  رداش  ت م  ش  ک  ل در زی  ادی ت  اث  ی  ر خ  ام م  واد ھ زی  ن  ه

در آم  ده دس  ت ب  ه را ن  ه  ای  ی م  ح  ص  ولات اس  ت. لازم پ  ی  چ  ی  ده پ  ردازش ع  م  ل  ی  ات چ  ن  د ک  ه ح  ال  ی در ھ س  ت  ن  د، واح  د در ک  م ارزش دارای خ  ام

اس  ت اج  ن  اس ھ زی  ن  ه ھ ای ی  ا ت  رخ  ی  ص ھ زی  ن  ه ھ ای رس  ان  دن ح  داق  ل ب  ه ب  رای ت  ص  م  ی  م م  ع  ی  ار ت  ع  ری  ف ب  ودن ن  ام  ن  اس  ب م  ع  م  ولا م  واردی چ  ن  ی  ن

ھ زی  ن  ه ھ ای ت  رک  ی  ب ک  ه اس  ت ای  ن م  ه  م م  ورد ی  ک .([۴]) اس  ت ک  ن  ت  رل ھ زی  ن  ه ھ ای س  ای  ر رس  ان  دن ح  داق  ل ب  ه واق  ع  ی ت  ر، م  ع  ی  ار ی  ک و

ال  گ  وی ی  ک ک  ه زم  ان ھ ر اس  ت ض  روری ان  دازی راه ی  ک ک  ه آن  ج  ا از ق  ب  ل  ی، از م  ت  ف  اوت d ج  دی  د ب  رش ال  گ  وی ی  ک از اس  ت  ف  اده ب  ه م  رب  وط

ظ  رف  ی  ت ک  اھ ش ش  ام  ل ن  وع ای  ن ان  دازی راه م  ی ش  ود. آم  اده ج  دی  د ب  رش ال  گ  وی ای  ن ب  رای ب  رش ت  ج  ه  ی  زات و م  ی ش  ود آغ  از ب  رش ج  دی  د

رس  ان  دن ح  داق  ل ب  ه ن  ص  ب ھ زی  ن  ه ھ ای رس  ان  دن ح  داق  ل ب  ه م  واردی، چ  ن  ی  ن در اس  ت. م  ن  اب  ع م  ص  رف و اض  اف  ی ھ زی  ن  ه ھ ای ت  ول  ی  د،

ب  ه را Wj اب  ت  دا ،GG ف  رم  ول در ان  دازی راه م  ح  دودی  ت ی  ک م  دل س  ازی ب  رای م  ی ش  ود. اض  اف  ه ([١]) زب  ال  ه ھ زی  ن  ه ھ ای و ھ زی  ن  ه ھ ا

ب  زرگ ع  دد ی  ک ع  ن  وان ب  ه M و ن  ه ی  ا م  ی ش  ود اس  ت  ف  اده j ب  رش ال  گ  وی اگ  ر م  ی دھ د ن  ش  ان ک  ه م  ی ک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف ب  ای  ن  ری م  ت  غ  ی  ر ی  ک ع  ن  وان

:([١٣ ([٢؛ اس  ت ش  ده اض  اف  ه GG م  دل ب  ه زی  ر م  ح  دودی  ت اس  ت.

Zj ⩽ M Wj ∀j (١۶ . ١)

در ش  ود. ان  ج  ام م  ی ش  ود اس  ت  ف  اده ی  ک  ب  ار ح  داق  ل ب  رش ال  گ  وی ی  ک ک  ه ب  ار ھ ر ب  رش ال  گ  وی ت  ن  ظ  ی  م ک  ه م  ی ک  ن  د ت  ض  م  ی  ن (١۶ . ١) م  ح  دودی  ت

ب  رش ال  گ  وی ت  ن  ظ  ی  م  ات از ت  ع  دادی ب  رای م  ح  دودی  ت  ی دی  گ  ر م  وارد در ([٧]) م  ی رس  د ح  داق  ل ب  ه ب  رش ال  گ  وھ ای از ت  ع  دادی م  وارد، ب  رخ  ی
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م  ورد اش  ی  اء ت  ع  داد رس  ان  دن ح  داق  ل ب  ه ی  ا ([۵]) ت  ق  اض  ا از ان  ح  راف م  ان  ن  د دی  گ  ر اھ داف از ب  رخ  ی ب  ه  ی  ن  ه س  ازی ک  ه ح  ال  ی در م  ی ش  ود، اع  م  ال

م  ورد اش  ی  اء ت  ع  داد رس  ان  دن ح  داق  ل ب  ه ج  م  ل  ه از م  ی ک  ن  ن  د، ب  ه  ی  ن  ه س  ازی را م  ن  ظ  م ھ دف ی  ک اب  ت  دا دی  گ  ری روش ھ ای .([١۴]) اس  ت  ف  اده

ب  رخ  ی .([١٢ ١١؛ ([٩؛ ب  رس  ان  د ح  داق  ل ب  ه را اس  ت  ف  اده م  ورد ب  رش ط  رح ھ ای ت  ع  داد ک  ه م  ی ک  ن  د پ  ی  دا ح  ل  ی راه ب  ع  د و زب  ال  ه ھ ا، ی  ا اس  ت  ف  اده

([۶]) در ت  ن  ظ  ی  م  ات ب  ا ب  رش م  ورد در اخ  ی  ر ب  ررس  ی ی  ک .([١۵ ([١٣؛ م  ی گ  ی  رن  د ن  ظ  ر در را ھ دف  ه چ  ن  د م  ش  ک  ل ی  ک ن  ی  ز م  ق  الات از

م  ی ش  ود. ی  اف  ت

ک  ان  ت  ورووی  چ١ م  دل ١ . ٢ . ٣

اج  ازه م  ی ش  ود. ن  ام  ی  ده [Pee02] در ان  ت  ص  اب ف  رم  ول ای  ن اس  ت. ش  ده داده ش  رح [dC02] ن  ظ  رس  ن  ج  ی در و [Kan60] در زی  ر م  دل

(i = ۱, · · · ,m; j = ۱, · · · , N) xij و ب  اش  د ب  ه  ی  ن  ه ح  ل راه ی  ک در ن  ی  از م  ورد س  ه  ام ط  ول ت  ع  داد م  ج  از ح  د ب  راب  ر N دھ ی  م

ص  ورت ای  ن غ  ی  ر در ش  ود، اس  ت  ف  اده ح  ل راه در j∗ س  ه  ام ط  ول اگ  ر yj = ۱ دھ ی  د ق  رار س  ه  ام ط  ول ∗jام  ی  ن در i ن  وع آی  ت  م ھ ای ت  ع  داد

.yj = ۰

Zkant = min

N∑
j=۱

yi (١ . ١٧)

s.t

m∑
i=۱

lixij ⩽ Lyi ; j = ۱, · · · , N (١ . ١٨)

N∑
j=۱

xij ⩾ bi ; i = ۱, · · · ,m (١ . ١٩)

xij ∈ Z+ , yi ∈ B ∀i, j (١ . ٢٠)

را ب  زرگ ض  ای  ع  ات ب  ا زی  ر م  ث  ال اس  ت. ض  ع  ی  ف ب  س  ی  ار واق  ع  ی) ارزش گ  رف  ت  ن ب  ه م  ج  از م  ت  غ  ی  رھ ا ھ م  ه ک  ه (زم  ان  ی م  دل ای  ن م  داوم آرام  ش

ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در

ε → +۰ ; L۱ =
L

۲
+ ε : m = ۱

١The Model of Kantorovich
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اس  ت. Zkant = Zkant(
۱

۲
+

ε

L
) آرام  ش ع  ام  ل  ی ارزش

در چ  ارچ  وب ی  ک ع  ن  وان ب  ه م  دل ای  ن از اس  ت  ف  اده دارد، وج  ود ق  وی ت  ر آرام  ش ک  ه ھ م  ان  ط  ور اس  ت.
∑

lI bi
L

م  اده ب  ا ب  راب  ر واق  ع در

ح  ل راه م  خ  ت  ل  ف، س  ه  ام ط  ول ب  ه م  رب  وط م  ق  ادی  ر م  ب  ادل  ه ب  ا دارد: زی  ادی ت  ق  ارن م  دل ای  ن، ب  ر ع  لاوه ن  ی  س  ت. م  ف  ی  د ش  م  ارن  ده چ  ارچ  وب ی  ک

م  ی ش  ود. ش  م  ارش  ی روی  ک  رد در ت  لاش اف  زای  ش ب  ه م  ن  ج  ر ک  ل  ی ط  ور ب  ه ک  ه م  ی آی  د دس  ت ب  ه آن م  ع  ادل

ک  وم  وری١ و گ  ی  ل  م  ور س  ت  ون ت  ول  ی  د م  دل ۴ . ١ . ٢

م  ی ت  وان  د yi ال  گ  وی ف  رک  ان  س و س  ه  ام ط  ول در اق  لام ت  ع  داد ک  ه اس  ت ای  ن (١ . ٢٠) - (١ . ١٧) م  دل آرام س  ازی ض  ع  ف دل  ی  ل

ب  ردار ھ ر م  ی ش  ود، اع  م  ال (١ . ١٨) پ  ش  ت  ی ک  ول  ه م  ح  دودی  ت روی ب  ر ول  ف و دن  ت  زی  ک ت  ج  زی  ه ب  اش  د. ص  ح  ی  ح ع  دد غ  ی  ر

ت  م  ام از خ  ط  ی ت  رک  ی  ب از م  ج  م  وع  ه ای ک  ه گ  ی  س، ک  لاه ک  ول  ه پ  ش  ت  ی داخ  ل در م  ی ک  ن  د م  ح  دود را j = ۱, · · · , N ; (X۱j , · · · , Xmj)

م  ی ی  اب  د. ک  اھ ش س  ه  ام ط  ول ی  ک از ک  دام ھ ر م  وارد ت  ع  داد ک  ه م  ی دھ د ت  وض  ی  ح ب  رش ال  گ  وی ی  ک اس  ت. اج  را ق  اب  ل ب  رش ال  گ  وھ ای

س  ت  ون  ی ب  ردارھ ای

aj = (a۱j , · · · , amj) ∈ Zm ; j = ۱, · · · , N

ج  ی ی  ک ، ajب  اش  د ب  ای  د ب  اش  د، م  ع  ت  ب  ر ب  رش ال  گ  وی ی  ک ای  ن  ک  ه ب  رای اس  ت. م  م  ک  ن ب  رش ال  گ  وھ ای ت  م  ام دھ ن  ده ن  ش  ان ک  ه دھ ی  د، ق  رار

ش  ود ب  رآورده ب  ای  د

m∑
i=۱

li aij ⩽ L (١ . ٢١)

گ  ی  ری  م: م  ی ن  ظ  ر در را م  ن  اس  ب ال  گ  وھ ای ف  ق  ط م  ا ای  ن، ب  ر ع  لاوه پ  ش  ت  ی). ک  ول  ه (وض  ع  ی  ت

aij ⩽ bi ; i = ۱, · · · ,m ; j = ۱, · · · , n (١ . ٢٢)

م  ی ی  اب  د. ک  اھ ش اس  ت، ک  وچ  ک ک  م  ی ت  ق  اض  اھ ا ک  ه م  واردی در م  س  ت  م  ر آرام  ش از ج  س  ت  ج  و ف  ض  ای ک  ه دل  ی  ل ای  ن ب  ه

Z۱D−csp
G&G = min

n∑
j=۱

aijxj (١ . ٢٣)

١Column Gilmore and Gomory
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s.t

n∑
j=۱

aijxj ⩾ bi i = ۱, · · · ,m (٢۴ . ١)

xj ∈ Z+ j = ۱, · · · ,m (٢۵ . ١)

ی  ک ط  ول در ض  روری ال  گ  وھ ای م  ع  م  ولا، ن  ی  س  ت  ن  د. دس  ت  رس  ی ق  اب  ل ع  م  ل  ی م  س  ائ  ل ب  رای ص  راح  ت ب  ه م  ت  غ  ی  رھ ا/س  ت  ون ھ ا از زی  ادی ت  ع  داد

ن  م  ی  ت  وان  د ح  ل راه ی  ک در م  خ  ت  ل  ف ال  گ  وھ ای ت  ع  داد ح  ال، ای  ن ب  ا اس  ت. term س  ت  ون ت  ول  ی  د رو ای  ن از م  ی ش  ون  د، ت  ول  ی  د ح  ل راه ف  رآی  ن  د

و ح  دس دارد. ق  وی ب  س  ی  ار آرام  ش م  دل اس  ت. م  ق  ای  س  ه ق  اب  ل ق  ط  ع  ه ق  ط  ع  ات ت  ع  داد ب  ا م  ع  م  ولا و ب  اش  د س  ه  ام ط  ول ت  ع  داد از ب  ی  ش  ت  ر

اج  ازه ب  ا ک  ه Z۱D−csp
G&G ب  ه  ی  ن  ه آرام س  ازی م  ق  دار و Z۱D−csp

G&G ب  ه  ی  ن  ه م  ق  ادی  ر ب  ی  ن ف  اص  ل  ه [ST95b] ،MIRUP اس  ت ش  ده گ  ن  ج  ان  ده

۷/۶ از ب  ی  ش ف  اص  ل  ه ب  ا ن  م  ون  ه ای ھ ی  چ واق  ع، در اس  ت. ۲ از ک  م  ت  ر ھ م  ی  ش  ه م  ی آی  د دس  ت ب  ه غ  ی  رق  ط  ع  ی م  ت  غ  ی  ر م  ت  غ  ی  رھ ای ب  ه دادن

م  ی دھ ن  د. ت  ش  ک  ی  ل را ات  ف  اق ب  ه ق  ری  ب اک  ث  ری  ت ۱ از ک  وچ  ک  ت  ر ش  ک  اف ب  ا ن  م  ون  ه ھ ای  ی ای  ن، ب  ر ع  لاوه اس  ت. ن  ش  ده ش  ن  اخ  ت  ه [RS02]

ن  م  ون  ه ۱ ب  ا ب  راب  ر ی  ا ب  زرگ  ت  ر ش  ک  اف ب  ا ن  م  ون  ه ھ ای  ی م  ی ش  ون  د. ن  ام  ی  ده Integer Round-Up Property (IRUP) از ن  م  ون  ه ھ ای  ی ای  ن ھ ا

ب  دون م  ی ت  وان م  ت  غ  ی  ر م  ق  دار ت  غ  ی  ی  ر ب  دون ام  ا دارد. وج  ود م  ت  غ  ی  رھ ا از زی  ادی ت  ع  داد ش  ده ت  ج  زی  ه م  دل در م  ی ش  ون  د. ن  ام  ی  ده IRUP غ  ی  ر

اس  ت. م  ف  ی  د ش  م  ارن  ده روی  ک  رد ی  ک ب  رای آرام  ش اس  ت  ح  ک  ام و ای  ن ن  دارد. ت  ق  ارن م  دل ی  ع  ن  ی ک  رد، م  ب  ادل  ه ح  ل راه ت  غ  ی  ی  ر

پ  ژوھ ش ھ ا١ از دی  گ  ر م  دل ھ ای ۵ . ١ . ٢

م  ی ش  ود: داده ش  رح زی  ر م  دل ھ ای [dC02] ن  ظ  رس  ن  ج  ی در

آن ھ ا ف  ی  زی  ک  ی م  وق  ع  ی  ت ب  ا دارن  د، م  ط  اب  ق  ت م  ش  خ  ص ن  وع ی  ک اق  لام ب  ا ک  ه م  وق  ع  ی  ت٢م  ت  غ  ی  رھ ای  ی ب  ا ن  م  ای  ه ف  رم  ولاس  ی  ون .١

ری  زی ب  رن  ام  ه در و غ  ی  رگ  ی  وت  ی  ن ب  ع  دی س  ه و دو ب  رش در ن  وع ای  ن ف  رم  ولاس  ی  ون م  ی ش  ون  د. اش  غ  ال ب  زرگ اش  ی  ای داخ  ل در

اس  ت. ش  ده اس  ت  ف  اده ش  ده”) ب  ن  دی زم  ان (”ف  رم  ولاس  ی  ون

ن  ش  ان ال  گ  وی ی  ک ب  ه را م  ورد ی  ک پ  ای  ان و ش  روع ی  ک اح  ت  م  ال  ی م  وق  ع  ی  ت ھ ای پ  راک  ن  دگ  ی [dC98] ق  وس ج  ری  ان م  دل ال  ف.

ھ س  ت  ن  د. س  ه  ام ط  ول ن  ش  ان دھ ن  ده ع  ق  ب ق  وس ھ ای و زب  ال  ه ھ ا ی  ا آی  ت  م ھ ا ن  ش  ان دھ ن  ده ج  ل  و ق  وس ھ ای م  ی دھ د.
١Other Models from the Literature
٢Position-indexed formulations
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p۲ − p۱ ط  ول ق  ط  ع  ه چ  ن  د ک  ه م  ی دھ د ن  ش  ان xp۱, p۲ ب  رای p۲ − p۱ ∈ {L۱, · · · , Lm} م  ت  غ  ی  ر ب  ن  اب  رای  ن،

ح  داق  ل ب  ه ب  ای  د ج  ری  ان وزن م  ح  دودی  ت ھ ا، ج  ری  ان ح  ف  اظ  ت ت  ح  ت دارد. ق  رار ح  ل راه ال  گ  وھ ای ت  م  ام در p۱ در

ف  رم  ول م  ع  ادل م  دل ای  ن ک  رد. پ  ی  ش  ن  ه  اد ت  ق  ارن و ج  س  ت  ج  و ف  ض  ای ک  اھ ش ب  رای را م  ع  ی  ار س  ه ن  وی  س  ن  ده ب  رس  د.

ب  ه م  ی ت  وان را ج  ری  ان م  ث  ال، ع  ن  وان ب  ه ش  ون  د، ت  ب  دی  ل راح  ت  ی ب  ه م  ی ت  وان  ن  د راه ح  ل ھ ا اس  ت: Gilmore-Gomory

گ  رف  ت. ق  رار اس  ت  ف  اده م  ورد ع  ن  وان ب  ه [dC98] در م  دل ای  ن م  ی ک  ن  ن  د. ت  ج  زی  ه م  ی دھ ن  د، ن  ش  ان را ال  گ  وھ ا ک  ه م  س  ی  رھ ای  ی

ب  ر ع  لاوه م  ی ک  ن  د. اع  م  ال را س  ت  ون ن  س  خۀ ن  وی  س  ن  ده و ن  ی  س  ت لازم آن ھ ا اک  ث  ر ام  ا اس  ت ج  م  ل  ه ای چ  ن  د ش  ب  ه م  ت  غ  ی  رھ ا ت  ع  داد

ن  ی  ز م  ح  دودی  ت ھ ا م  ث  ال، ع  ن  وان ب  ه ھ س  ت  ن  د ض  روری ج  ری  ان ح  ف  اظ  ت م  ح  دودی  ت ھ ای درگ  ی  ر، م  وق  ع  ی  ت ھ ر ب  رای ای  ن،

(و گ  رف  ت ق  رار اس  ت  ف  اده م  ورد Gilmore-Gomory م  دل ،[AdC03] در ج  ه  ت ھ ا ک  رد رش  د دو در م  دل و ش  ده ت  ول  ی  د

ان  ج  ام ق  وس ج  ری  ان ج  ری  ان ف  رم  ول م  ت  غ  ی  رھ ای روی ب  ر ش  اخ  ه ای واق  ع در ام  ا م  ی ش  ود) ن  ام  ی  ده cycleflow اص  ط  لاح ب  ه

م  ت  غ  ی  ر. p۲ خ  اص  ی، xp۱ ی  ک ب  ه ک  ه را ال  گ  وھ ای  ی اس  ت م  م  ک  ن زی  را ش  د،

ح  ف  اظ  ت م  ح  دودی  ت ھ ر ک  ه م  ی آی  د ب  دس  ت ق  وس ج  ری  ان م  دل از غ  ی  رم  ج  از ت  غ  ی  ی  ر ی  ک ب  ا م  ت  وال  ی آن  ال  ی  زھ ای ب  ا م  دل ی  ک ب.

م  ی آورد. ارم  غ  ان ب  ه ف  رض پ  ی  ش ی  ک ب  ا را ج  ری  ان

از ق  ط  ع  ه  ای ب  ه ت  وج  ه ب  ا اس  ت. م  واد از ق  ط  ع  ه ی  ک روی ب  ر ب  رش ع  م  ل  ی  ات ی  ک ب  ه م  رب  وط ت  ص  م  ی  م م  ت  غ  ی  ر ب  رش١ھ ر م  دل ھ ای .٢

ھ ر اس  ت. ش  ده م  ش  خ  ص ب  رش ی  ک از دوم ب  خ  ش و اول ب  خ  ش ع  ن  وان ب  ه م  ی ک  ن  ی  م، ت  ق  س  ی  م ک  وچ  ک  ت  ر ق  ط  ع  ات ب  ه را آن ان  دازه،

ق  ط  ع  ات ی  ا س  ه  ام ق  ط  ع  ات روی ب  ر م  ی ت  وان را ب  رش ع  م  ل  ی  ات ش  ود. داده دس  ت  ور ان  دازه از ق  ط  ع  ه ی  ک ح  داق  ل ب  ای  د ب  رش ی  ک

دارای م  دل ھ ا اس  ت، ش  ده م  ع  رف  ی Dyckhoff [Dyc81] م  ی ش  ود.م  دل ان  ج  ام ق  ب  ل  ی ب  رش ع  م  ل  ی  ات از ک  ه داد ان  ج  ام م  ی  ان  ی

ن  ش  ده م  ح  اک  م  ه ص  ح  ی  ح ع  دد ح  ل راه م  ا، ع  ق  ی  ده ب  ه دارن  د. ح  ل راه ف  ض  ای در زی  ادی ت  ق  ارن ام  ا اس  ت م  ت  غ  ی  رھ ا از زی  ادی ت  ع  داد

م  ی ت  وان را م  ح  دودی  ت ھ ا از م  ج  م  وع  ه ای اس  ت: ج  ال  ب س  اخ  ت  ار ی  ک دارای Stadtler [Sta88] ت  وس  ط م  دل ای  ن ت  ن  وع اس  ت.

ش  ده ت  ع  ری  ف ع  م  وم  ی م  ح  دودی  ت ھ ای م  ح  دودی  ت ھ ای از دوم و خ  ال  ص ش  ب  ک  ه س  اخ  ت  ار اول  ی  ن ک  رد، ت  ق  س  ی  م م  ج  م  وع  ه زی  ر دو ب  ه

م  ی ن  ام  د. ب  رش ک  ام  ل م  دل ی  ک را Gilmore-Gomory م  دل Stadtler اس  ت. ش  ده ت  ش  ک  ی  ل (GUB)

١One-cut models



٢ ف  ص  ل

ب  ع  دی١ ی  ک م  وج  ودی ب  رش م  س  ال  ه

م  ق  دم  ه ٢ . ١

ای گ  س  ت  رده ت  ح  ق  ی  ق  ات ام  روزه و دارد ک  ارب  رد ک  اغ  ذ و ف  ولاد ص  ن  ای  ع ھ م  چ  ون ازص  ن  ای  ع درب  س  ی  اری ب  رش ض  ای  ع  ات ک  ردن ح  داق  ل م  س  ئ  ل  ه

ب  ط  وری  ک  ه ب  اش  د م  ی ت  وج  ه ب  س  ی  ارق  اب  ل ص  ن  ای  ع درای  ن ت  ول  ی  دی ض  ای  ع  ات م  س  ئ  ل  ه ای  ن وس  ی  ع اب  ع  اد ب  ه ب  ات  وج  ه اس  ت. ان  ج  ام درح  ال آن ب  رروی

م  ی  زان و م  ح  ص  ول ش  ده ت  م  ام ق  ی  م  ت ھ م  چ  ون ت  ول  ی  دی گ  ذار ت  اث  ی  ر درف  اک  ت  ورھ ای ب  س  زای  ی ت  اث  ی  ر ت  وان  د م  ی ب  رش درال  گ  وی ک  وچ  ک  ی ت  غ  ی  ی  ر گ  اه

ت  م  رک  ز م  خ  ت  ل  ف ح  ل روش ھ ای درق  ال  ب ب  رش ض  ای  ع  ات ک  اھ ش م  وض  وع ب  ه ن  وی  ن  ی روی  ک  رد در اخ  ی  را ازط  رف  ی ب  اش  د. داش  ت  ه اول  ی  ه م  واد

ت  ق  اض  ا ب  ا ب  ع  دی ی  ک ب  رش ی  ع  ن  ی م  س  أل  ه ای  ن ص  ورت ھ ای از ی  ک  ی ب  ررس  ی ب  ه داری  م ق  ص  د ف  ص  ل ای  ن در اس  ت. گ  رف  ت  ه ص  ورت ای وی  ژه

ط  ول ھ اى ب  ا ك  وچ  ك  ت  ر ق  ط  ع  ات ب  ه را آن م  ى خ  واھ ي  م و داري  م م  ت  ر L ط  ول ب  ه م  ی  ل  ه ی  ک ک  ه اس  ت ای  ن م  س  أل  ه ای  ن در م  ا ف  رض ب  پ  ردازی  م.

دل  خ  واھ ی ت  ع  داد ک  ه م  ی دھ ی  م ت  ع  م  ی  م ح  ال  ت  ی ب  ه را م  س  أل  ه س  پ  س ب  اش  ی  م. داش  ت  ه را ق  ط  ع  ات ت  م  ام ب  ه ط  وري  ك  ه ك  ن  ي  م ت  ق  س  ي  م n۱, · · · , nk

ی  ک ن  وش  ت  ن ھ دف ک  ن  ی  م. ت  ول  ی  د b۱, ..., bp ت  ق  اض  ای ب  ا n۱, · · · , np ط  ول  ب  ه ق  ط  ع  ات  ی م  ی خ  واھ ی  م و داري  م م  ت  ر L ط  ول ب  ه م  ف  ت  ول

ب  رس  د. ح  داق  ل ب  ه ض  ای  ع  ات ح  دام  ک  ان ت  ا ط  وری  ک  ه ب  ه اس  ت ری  اض  ی م  دل
١One-Dimensional Cutting Stock

١۵



م  س  أل  ه ت  ع  ری  ف ١۶

م  س  أل  ه ت  ع  ری  ف ٢ . ٢

م  ی ک  ن  ی  م: ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه را م  س  أل  ه

ت  ق  اض  ای ب  ا l۱, ..., lp ط  ول ب  ه ق  ط  ع  ات  ی ب  ه را م  ى ش  ود) ن  ام  ي  ده م  ادر ق  ط  ع  ه (ك  ه م  ت  رى L م  ف  ت  ول ك  ه ک  ن  ی  د ط  راح  ی ط  وری را م  دل

ب  رس  د: ح  داق  ل ب  ه ض  ای  ع  ات ط  وری  ک  ه ب  ه ک  ن  د ت  ق  س  ی  م n۱, ..., np

،l۱ ط  ول ب  ا ق  ط  ع  ه ھ اى ت  ع  داد : n۱

،l۲ ط  ول ب  ا ق  ط  ع  ه ھ اى ت  ع  داد : n۲

،l۳ ط  ول ب  ا ق  ط  ع  ه ھ اى ت  ع  داد : n۳

...

.lk ط  ول ب  ا ق  ط  ع  ه ھ اى ت  ع  داد : nk

م  ی ب  اش  د: زی  ر ب  ه ص  ورت ن  ظ  ر م  ورد م  ع  ادل  ه

l۱n۱ + l۲n۲ + · · ·+ lknk = L lp ∈ N ∪ {۰} p = ۱,۲, · · · , k. (٢ . ١)

ج  واب ھ ای چ  ون ام  ا ك  ن  ي  م پ  ي  دا را (٢ . ١) م  ع  ادل  ه ج  واب ھ ا ت  م  ام ك  ه م  ى ك  ن  ي  م س  ع  ى ادام  ه در م  ی ن  ام  ی  م. ١ س  ی  ال  ه م  ع  ادل  ه را م  ع  ادل  ه ای  ن

ت  وض  ی  ح م  ث  ال ی  ک ذک  ر ب  ا را روش م  ی ک  ن  ی  م. پ  ی  ش  ن  ه  اد ح  ل راه ی  ک آن  ه  ا آوردن دس  ت ب  ه ب  رای ب  ن  اب  رای  ن اس  ت زی  اد م  ع  ادل  ه ای  ن ک  ل  ی

م  ی دھ ی  م.

داري  م: م  ت  رى ۷ و م  ت  رى ۵ م  ت  رى، ۴ م  ت  رى، ۳ ق  ط  ع  ه چ  ه  ار و L = ۱۲ ك  ن  ي  د ف  رض .٢ . ٢ . ١ م  ث  ال

۳n۱ + ۴n۲ + ۵n۳ + ۷n۴ = ۱۲ n۱, n۲, n۳, n۴ ∈ N ∪ {۰}

آن در ک  ه

١diophontine



١٧ ب  ع  دی ی  ک م  وج  ودی ب  رش م  س  ال  ه

م  ت  ری، ۳ ق  ط  ع  ه ھ ای ت  ع  داد : n۱

م  ت  ری، ۴ ق  ط  ع  ه ھ ای ت  ع  داد : n۲

م  ت  ری، ۵ ق  ط  ع  ه ھ ای ت  ع  داد : n۳

م  ت  ری. ۷ ق  ط  ع  ه ھ ای ت  ع  داد : n۴

داری  م: را زی  ر س  ی  ال  ه م  ع  ادل  ه :۱ م  س  أل  ه

۳n۱ + ۴n۲ + ۵n۳ + ۷n۴ = ۱۲ n۱, n۲, n۳, n۴ ∈ N ∪ {۰}

۷n۴ ⩽ ۳n۱ + ۴n۲ + ۵n۳ + ۷n۴ = ۱۲ =⇒ n۴ ⩽ ۱۲

۷

پ  س اس  ت ص  ح  ی  ح ع  دد n۴ چ  ون

n۴ = [
۱۲

۷
] = ۱.

.n۴ ∈ {۰,۱} ب  ن  اب  رای  ن

:n۴ = ۰ م  ی ک  ن  ی  م ف  رض :۱ گ  ام

۳n۱ + ۴n۲ + ۵n۳ = ۱۲

۵n۳ ⩽ ۳n۱ + ۴n۲ + ۵n۳ = ۱۲

۵n۳ ⩽ ۱۲

n۳ = [
۱۲

۵
] اس  ت) ص  ح  ی  ح (چ  ونn۳ع  دد

n۳ = ۲

.n۳ ∈ {۰,۱,۲} پ  س



م  س  أل  ه ت  ع  ری  ف ١٨

:n۴ = ۱ م  ی ک  ن  ی  م ف  رض :۲ گ  ام

۳n۱ + ۴n۲ + ۵n۳ + ۷ = ۱۲

۳n۱ + ۴n۲ + ۵n۳ = ۵

۵n۳ ⩽ ۳n۱ + ۴n۲ + ۵n۳

۵n۳ ⩽ ۵

n۳ = ۱

:n۳ = ۰ م  ی ک  ن  ی  م ف  رض :۳ گ  ام

۳n۱ + ۴n۲ = ۱۲

۴n۲ ⩽ ۳n۱ + ۴n۲ = ۱۲

۴n۲ ⩽ ۱۲

اس  ت: ص  ح  ی  ح ع  دد n۲ چ  ون

n۲ ⩽
[۱۲

۴

]
= ۳

.n۲ ∈ {۰,۱,۲,۳} پ  س

:n۳ = ۱ م  ی ک  ن  ی  م ف  رض :۴ گ  ام

۳n۱ + ۴n۲ + ۵ = ۱۲

۴n۲ ⩽ ۳n۱ + ۴n۲ = ۷

۴n۲ ⩽ ۷

اس  ت: ص  ح  ی  ح ع  دد n۲ چ  ون

n۲ ⩽ [
۷

۴
] = ۱



١٩ ب  ع  دی ی  ک م  وج  ودی ب  رش م  س  ال  ه

:n۳ = ۲ م  ی ک  ن  ی  م ف  رض :۵ گ  ام

۳n۱ + ۴n۲ + ۱۰ = ۱۲

۴n۲ ⩽ ۳n۱ + ۴n۲ = ۲

۴n۲ ⩽ ۲

n۲ ⩽ [
۲

۴
] = ۰

:n۲ = ۰ م  ی ک  ن  ی  م ف  رض :۶ گ  ام

۳n۱ = ۱۲ =⇒ n۱ = ۴

.n۱ ∈ {۰,۱,۲,۳,۴} پ  س

م  ی ک  ن  ی  م. ان  ت  خ  اب n۴ = ۰ اب  ت  دا :۷ گ  ام

۳n۱ + ۴n۲ + ۵n۳ = ۱۲

چ  ون ن  ی  س  ت ق  ب  ول ق  اب  ل n۳ = ۲ ول  ی n۳ ∈ {۰,۱,۲} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ١ گ  ام از و

۳n۱ + ۴n۲ + ۱۰ = ۱۲.

ب  ن  اب  رای  ن

۳n۱ + ۴n۲ = ۲ (٢ . ٢)

ب  اش  د. {۰,۱} م  ی ت  وان  د ح  داک  ث  ر n۳ پ  س ن  دارد. ج  واب (٢ . ٢) م  ع  ادل  ه وض  وح ب  ه و

داری  م ب  ن  اب  رای  ن م  ی ک  ن  ی  م. ان  ت  خ  اب را n۳ = ۰ اک  ن  ون

۳n۱ + ۴n۲ = ۱۲.

ب  اش  د. {۰,۱,۳} م  ی ت  وان  د ح  داک  ث  ر n۲ ک  ه م  ی دان  ی  م ٣ گ  ام ب  ه ت  وج  ه ب  ا



م  س  أل  ه ت  ع  ری  ف ٢٠

م  ی ک  ن  ی  م. ان  ت  خ  اب را n۲ = ۳

۳n۱ = ۰

ح  داک  ث  ر n۱ پ  س ن  ی  س  ت ق  ب  ول ق  اب  ل n۲ = ۱,۲,۳,۴ ول  ی n۱ ∈ {۰,۱,۲,۳,۴} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ۶ گ  ام از

ب  اش  د. ص  ف  ر م  ی ت  وان  د

n۱ = ۰, n۲ = ۳, n۳ = ۰, n۴ = ۰

پ  س م  ی ک  ن  ی  م. ان  ت  خ  اب را n۴ = ۰ ح  ال :۸ گ  ام

۳n۱ + ۴n۲ + ۵n۳ = ۱۲

چ  ون ن  ی  س  ت ق  ب  ول ق  اب  ل n۳ = ۲ ول  ی n۳ ∈ {۰,۱,۲} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ١ گ  ام از و

۳n۱ + ۴n۲ + ۱۰ = ۱۲

داری  م

۳n۱ + ۴n۲ = ۲ (٢ . ٣)

ب  اش  د. {۰,۱} م  ی ت  وان  د ح  داک  ث  ر n۳ پ  س ن  دارد ج  واب (٢ . ٣) م  ع  ادل  ه و

م  ی ک  ن  ی  م. ان  ت  خ  اب را n۳ = ۱

۳n۱ + ۴n۲ = ۷

۱ م  ی ت  وان  د ح  داک  ث  ر n۲ پ  س ن  ی  س  ت. ق  ب  ول ق  اب  ل n۲ = ۰,۲,۳ ول  ی n۲ ∈ {۰,۱,۲,۳} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ٣ گ  ام از و

ب  اش  د.

۳n۱ = ۳

ح  داک  ث  ر n۱ پ  س ن  ی  س  ت ق  ب  ول ق  اب  ل n۱ = ۰,۲,۳,۴ ول  ی n۱ ∈ {۰,۱,۲,۳,۴} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ۶ گ  ام از

ب  اش  د. ی  ک م  ی ت  وان  د

n۱ = ۱, n۲ = ۱, n۳ = ۱, n۴ = ۰



٢١ ب  ع  دی ی  ک م  وج  ودی ب  رش م  س  ال  ه

پ  س م  ی ک  ن  ی  م. ان  ت  خ  اب را n۴ = ۰ ح  ال :۹ گ  ام

۳n۱ + ۴n۲ + ۵n۳ = ۱۲

چ  ون ن  ی  س  ت ق  ب  ول ق  اب  ل n۳ = ۲ ول  ی n۳ ∈ {۰,۱,۲} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ١ گ  ام از و

۳n۱ + ۴n۲ + ۱۰ = ۱۲

داری  م

۳n۱ + ۴n۲ = ۲ (۴ . ٢)

ب  اش  د. {۰,۱} م  ی ت  وان  د ح  داک  ث  ر n۳ پ  س ن  دارد ج  واب (۴ . ٢) م  ع  ادل  ه و

م  ی ک  ن  ی  م. ان  ت  خ  اب را n۳ = ۰

۳n۱ + ۴n۲ = ۱۲

م  ی ت  وان  د ح  داک  ث  ر n۲ پ  س ن  ی  س  ت. ق  ب  ول ق  اب  ل n۲ = ۲ ول  ی n۲ ∈ {۰,۱,۲,۳} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ٣ گ  ام از و

م  ی ک  ن  ی  م. ان  ت  خ  اب n۲ = ۰ ب  اش  د. {۰,۱,۳}

۳n۱ = ۱۲

ح  داک  ث  ر n۱ پ  س ن  ی  س  ت ق  ب  ول ق  اب  ل n۱ = ۰,۱,۲,۳ ول  ی n۱ ∈ {۰,۱,۲,۳,۴} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ۶ گ  ام از

ب  اش  د. ۴ م  ی ت  وان  د

n۱ = ۴, n۲ = ۰, n۳ = ۰, n۴ = ۰

پ  س م  ی ک  ن  ی  م. ان  ت  خ  اب را n۴ = ۱ ح  ال :۱۰ گ  ام

۳n۱ + ۴n۲ + ۵n۳ = ۵

چ  ون ن  ی  س  ت ق  ب  ول ق  اب  ل n۳ = ۰,۲ ول  ی n۳ = {۰,۱,۲} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ١ گ  ام از و

۳n۱ + ۴n۲ + ۱۰ = ۱۲



م  س  أل  ه ت  ع  ری  ف ٢٢

ب  اش  د. ۱ م  ی ت  وان  د ح  داک  ث  ر n۳ پ  س

م  ی ک  ن  ی  م. ان  ت  خ  اب n۳ = ۱

۳n۱ + ۴n۲ = ۰

ب  اش  ن  د. ص  ف  ر م  ی ت  وان  ن  د ح  داک  ث  ر n۲ و n۱ گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ۶ و ٣ گ  ام از و

n۱ = ۰, n۲ = ۰, n۳ = ۱, n۴ = ۱

ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر در را زی  ر م  س  ال  ه :۱۱ گ  ام

max {۳n۱ + ۴n۲ + ۵n۳ + ۷n۴}

s.t.

۳n۱ + ۴n۲ + ۵n۳ + ۷n۴ ≤ ۱۲

n۱, n۲, n۳, n۴ ∈ N ∪ {۰}

(۵ . ٢)

ع  ن  وان ب  ه ب  اش  د. ن  داش  ت  ه ج  واب س  ی  ال  ه م  ع  ادل  ه اس  ت م  م  ک  ن ول  ی اس  ت ب  الا م  س  أل  ه ج  واب ھ ای (۵ . ٢) م  س  ال  ه ج  واب  ھ ای

م  ث  ال

۳n۱ + ۴n۲ = ۲ (۶ . ٢)

ک  ه ن  دارد ل  زوم  ی ب  اش  د داش  ت  ه ب  ه  ی  ن  ه ت  ق  ری  ب  ا ج  واب ھ ای ب  رش م  س  ال  ه ک  ه ای  ن ب  رای ب  ن  اب  رای  ن ن  دارد. ج  واب (۶ . ٢) م  ع  ادل  ه

را آن ک  ه ۳n۱ + ۴n۲ + ۵n۳ + ۷n۴ ≤ ۱۲ اس  ت ک  اف  ی ب  ل  ک  ه ۳n۱ + ۴n۲ + ۵n۳ + ۷n۴ = ۱۲ ح  ت  م  ا

چ  پ س  م  ت م  ق  دار ع  دد و اس  ت ١٢ ک  ه راس  ت س  م  ت ع  دد ت  ف  اوت م  س  ال  ه ای  ن ح  ل ب  رای ح  ال م  ی ن  ام  ی  م. س  ی  ال  ه م  ع  ادل  ه

۱۲ − (۳n۱ + ۴n۲ + ۵n۳ + ۷n۴)

م  ی ن  ام  ی  م. خ  ط  ا را

ح  داق  ل ش  ود: ض  اي  ع  ات ك  ه اس  ت  ف  اد ك  ن  ي  م ال  گ  وھ ا از چ  گ  ون  ه ح  ال :۲ م  س  أل  ه



٢٣ ب  ع  دی ی  ک م  وج  ودی ب  رش م  س  ال  ه

اس  ت م  ت  رى ۱۲ ض  اي  ع  ات م  ف  ت  ول ب  رش :٢ . ١ ج  دول

ال  گ  وھ ا ش  م  اره ٧م  ت  رى ق  ط  ع  ات ت  ع  داد ۵م  ت  رى ق  ط  ع  ات ت  ع  داد ۴م  ت  رى ق  ط  ع  ات ت  ع  داد ٣م  ت  رى ق  ط  ع  ات ت  ع  داد ض  اي  ع  ات

١ ١ ١ ٠ ٠ ٠

٢ ١ ٠ ١ ٠ ١

٣ ١ ٠ ٠ ١ ٢

۴ ٠ ٢ ٠ ٠ ٢

۵ ٠ ١ ١ ١ ٠

۶ ٠ ٠ ٣ ٠ ٠

٧ ٠ ٠ ٢ ١ ١

٨ ٠ ٠ ١ ٢ ٢

٩ ٠ ٠ ٠ ۴ ٠

:۶ و ۵ ،۱ ال  گ  وھ ا م  ث  لا ب  اش  د ض  اي  ع  ات ب  دون ك  ه م  ى ك  ن  ي  م ان  ت  خ  اب ال  گ  وھ اى آ)

اس  ت ص  ف  ر ض  اي  ع  ات ك  ه ۶ و ۵ ،١ ال  گ  وھ اى ب  ا م  ف  ت  ول ب  رش  ى :٢ . ٢ ج  دول

ال  گ  و ش  م  اره ٧م  ت  رى ق  ط  ع  ات ت  ع  داد ۵م  ت  رى ق  ط  ع  ات ت  ع  داد م  ت  رى ۴ ق  ط  ع  ات ت  ع  داد م  ت  رى ٣ ق  ط  ع  ات ت  ع  داد ض  اي  ع  ات دف  ع  ات ت  ع  داد

١ ١ ١ ٠ ٠ ٠ x۱

٢ ٠ ١ ١ ١ ٠ x۲

٣ ٠ ٠ ٠ ۴ ٠ x۳

اس  ت. ش  ده اج  را ١ ال  گ  وی ک  ه دف  ع  ات  ی ت  ع  داد : x۱

اس  ت. ش  ده اج  را ٢ ال  گ  وی ک  ه دف  ع  ات  ی ت  ع  داد : x۲

اس  ت. ش  ده اج  را ٣ ال  گ  وی ک  ه دف  ع  ات  ی ت  ع  داد : x۳



م  س  أل  ه ت  ع  ری  ف ٢۴

س  ف  ارش  ات

ذک  ر ق  ط  ع  ات از ک  دام ھ ر ت  ع  داد داری  م. لازم م  ت  رى ٣ ق  ط  ع  ه ٨ م  ت  رى، ۴ ق  ط  ع  ه ٧ م  ت  رى، ۵ ق  ط  ع  ه ۴ م  ت  رى، ٧ ق  ط  ع  ه ١٠

ب  ی  اب  ی  د. را ش  ده

م  ح  دودي  ت ھ ا١

x۱ ⩾ ۱۰ م  ت  رى: ٧ ق  ط  ع  ات ت  ع  داد

x۱ + x۲ ⩾ ۴ م  ت  رى: ۵ ق  ط  ع  ات ت  ع  داد

x۲ ⩾ ۷ م  ت  رى: ۴ ق  ط  ع  ات ت  ع  داد

x۲ + ۴x۳ ⩾ ۸ م  ت  رى: ٣ ق  ط  ع  ات ت  ع  داد

x۱, x۲, x۳ ∈ N ∪ {۰}

ك  ل پ  س اس  ت م  ت  ر ٧ ق  ط  ع  ه ط  ول ان  دازه چ  ون اس  ت. ش  ده ت  ول  ي  د اض  اف  ه م  ت  رى ٧ ق  ط  ع  ات ت  ع  داد (x۱ − ۱۰)

م  ت  ری ۷(x۱ − ۱۰) ش  ده: اض  اف  ه م  ت  رى ٧ ض  اي  ع  ات

پ  س اس  ت م  ت  ر ۵ ق  ط  ع  ه ط  ول ان  دازه چ  ون اس  ت. ش  ده ت  ول  ي  د اض  اف  ه م  ت  رى ۵ ق  ط  ع  ات ت  ع  داد (x۱ + x۲ − ۶)

م  ت  ری ۵(x۱ + x۲ − ۶) ش  ده: اض  اف  ه م  ت  رى ۵ ض  اي  ع  ات ك  ل

ك  ل پ  س اس  ت م  ت  ر ۴ ق  ط  ع  ه ط  ول ان  دازه چ  ون اس  ت. ش  ده ت  ول  ي  د اض  اف  ه م  ت  رى ۴ ق  ط  ع  ات ت  ع  داد (x۲ − ۷)

م  ت  ری ۴(x۲ − ۷) ش  ده: اض  اف  ه م  ت  رى ۴ ض  اي  ع  ات

پ  س اس  ت م  ت  ر ٣ ق  ط  ع  ه ط  ول ان  دازه چ  ون اس  ت. ش  ده ت  ول  ي  د اض  اف  ه م  ت  رى ٣ ق  ط  ع  ات ت  ع  داد (x۲ + ۴x۳ − ۸)

م  ت  ری ۳(x۲ + ۴x۳ − ۸) ش  ده: اض  اف  ه م  ت  رى ٣ ض  اي  ع  ات ك  ل

م  ی ش  ود: ن  وش  ت  ه زی  ر ص  ورت ب  ه م  ت  ر ب  رح  س  ب ش  ده ت  ول  ی  د اض  اف  ه ض  اي  ع  ات ك  ل

T (x۱, x۲, x۳) = ۷(x۱ − ۱۰) + ۵(x۱ + x۲ − ۴) + ۴(x۲ − ۷) + ۳(x۲ + ۴x۳ − ۸).

١constrant



٢۵ ب  ع  دی ی  ک م  وج  ودی ب  رش م  س  ال  ه

داری  م: را زی  ر م  س  ال  ه ب  ن  اب  رای  ن

min T (x۱, x۲, x۳) = ۱۲x۱ + ۱۲x۲ + ۱۲x۳ − ۱۴۲

s.t

x۱ − ۱۰ ⩾ ۰

x۱ + x۲ − ۴ ⩾ ۰

x۲ − ۷ ⩾ ۰

x۲ + ۴x۳ − ۸ ⩾ ۰

[x , fval] = linprog(f , A, b , [] , [] , lb)

sol :

f = [۱۲ ۱۲ ۱۲]

A =



−۱ ۰ ۰

−۱ −۱ −۱

۰ −۱ ۰

۰ −۱ −۴


, b =

[
−۱۰ −۴ −۷ −۸

]
, lb =

[
۰ ۰ ۰

]T

optimization terminated

x۱ = ۱۰٫۰۰۰۰

x۲ = ۷٫۰۰۰۰

x۳ = ۰٫۲۵۰۰



م  س  أل  ه ت  ع  ری  ف ٢۶

fval =

۲۰۷٫۰۰۰۰

م  ی ب  اش  د. ۵۹ = ۲۰۷ − ۱۴۲ م  س  أل  ه ب  ه  ی  ن  ه م  ق  دار ب  ن  اب  رای  ن

.۶، ٩، ١ ،۵ ال  گ  وھ ای م  ث  لا ب  اش  د. ض  اي  ع  ات ب  دون ك  ه م  ى ك  ن  ي  م ان  ت  خ  اب را ال  گ  وھ ای  ى م  ت  رى، ١٢ م  ف  ت  ول ب  رش ب  رای ب)

اس  ت ص  ف  ر ض  اي  ع  ات ك  ه ۶ ،٩ ،١ ،۵ ال  گ  وھ اى ب  ا م  ف  ت  ول ب  رش  ى :٢ . ٣ ج  دول

ال  گ  و ش  م  اره م  ت  رى ٧ ق  ط  ع  ات ت  ع  داد م  ت  رى ۵ ق  ط  ع  ات ت  ع  داد م  ت  رى ۴ ق  ط  ع  ات ت  ع  داد ٣م  ت  رى ق  ط  ع  ات ت  ع  داد ض  اي  ع  ات دف  ع  ات ت  ع  داد

١ ١ ١ ٠ ٠ ٠ x۱

٢ ٠ ١ ١ ١ ٠ x۲

٣ ٠ ٠ ٠ ۴ ٠ x۳

۴ ٠ ٠ ٣ ٠ ٠ x۴

اس  ت. ش  ده اج  را ١ ال  گ  وی ک  ه دف  ع  ات  ی ت  ع  داد : x۱

اس  ت. ش  ده اج  را ٢ ال  گ  وی ک  ه دف  ع  ات  ی ت  ع  داد : x۲

اس  ت. ش  ده اج  را ٣ ال  گ  وی ک  ه دف  ع  ات  ی ت  ع  داد : x۳

اس  ت. ش  ده اج  را ۴ ال  گ  وی ک  ه دف  ع  ات  ی ت  ع  داد : x۴

س  ف  ارش  ات

ق  ط  ع  ات از ک  دام ھ ر م  ن  اس  ب ت  ع  داد داری  م. لازم م  ت  رى ٣ ع  دد ٨ و م  ت  رى ۴ ع  دد ٧ م  ت  رى، ۵ ع  دد ۴ م  ت  رى، ٧ ع  دد ١٠

ب  ی  اب  ی  د. را ش  ده ذک  ر

م  ح  دودي  ت ھ ا١

١constrant



٢٧ ب  ع  دی ی  ک م  وج  ودی ب  رش م  س  ال  ه

x۱ ⩾ ۱۰ م  ت  رى: ٧ ق  ط  ع  ات ت  ع  داد

x۱ + x۲ ⩾ ۴ م  ت  رى: ۵ ق  ط  ع  ات ت  ع  داد

x۲ + ۳x۴ ⩾ ۷ م  ت  رى: ۴ ق  ط  ع  ات ت  ع  داد

x۲ + ۴x۳ ⩾ ۸ م  ت  رى: ٣ ق  ط  ع  ات ت  ع  داد

x۱, x۲, x۳, x۴ ∈ N ∪ {۰}

پ  س اس  ت م  ت  ر ٧ ق  ط  ع  ه ط  ول ان  دازه چ  ون اس  ت. ش  ده ت  ول  ي  د اض  اف  ه م  ت  رى ٧ ق  ط  ع  ات ت  ع  داد (x۱ − ۱۰)

م  ت  ری ۷(x۱ − ۱۰) ش  ده: اض  اف  ه م  ت  رى ٧ ض  اي  ع  ات ك  ل

اس  ت م  ت  ر ۵ ق  ط  ع  ه ط  ول ان  دازه چ  ون اس  ت. ش  ده ت  ول  ي  د اض  اف  ه م  ت  رى ۵ ق  ط  ع  ات ت  ع  داد (x۱ + x۲ − ۴)

م  ت  ری ۵(x۱ + x۲ − ۴) ش  ده: اض  اف  ه م  ت  رى ۵ ض  اي  ع  ات ك  ل پ  س

اس  ت م  ت  ر ۴ ق  ط  ع  ه ط  ول ان  دازه چ  ون اس  ت. ش  ده ت  ول  ي  د اض  اف  ه م  ت  رى ۴ ق  ط  ع  ات ت  ع  داد (x۲ + ۳x۴ − ۷)

م  ت  ری ۴(x۲ + ۳x۴ − ۷) ش  ده: اض  اف  ه م  ت  رى ۴ ض  اي  ع  ات ك  ل پ  س

اس  ت م  ت  ر ٣ ق  ط  ع  ه ط  ول ان  دازه چ  ون اس  ت. ش  ده ت  ول  ي  د اض  اف  ه م  ت  رى ٣ ق  ط  ع  ات ت  ع  داد (x۲ + ۴x۳ − ۸)

م  ت  ری ۳(x۲ + ۴x۳ − ۸) ش  ده: اض  اف  ه م  ت  رى ٣ ض  اي  ع  ات ك  ل پ  س

م  ی ب  اش  د: زی  ر ص  ورت ب  ه م  ت  ر ب  رح  س  ب ش  ده اض  اف  ه ض  اي  ع  ات ك  ل

T (x۱, x۲, x۳, x۴) = ۷(x۱−۱۰)+۵(x۱+x۲−۴)+۴(x۲+۳x۴−۷)+۳(x۲+۴x۳−۸).

داری  م: را زی  ر ری  زی ب  رن  ام  ه م  س  أل  ه ب  ن  اب  رای  ن

min T (x۱, x۲, x۳, x۴) = ۱۲x۱ + ۱۲x۲ + ۱۲x۳ + ۱۲x۴ − ۱۴۲

s.t

x۱ − ۱۰ ⩾ ۰

x۱ + x۲ − ۴ ⩾ ۰



م  س  أل  ه ت  ع  ری  ف ٢٨

x۲ + ۳x۴ − ۷ ⩾ ۰

x۲ + ۴x۳ − ۸ ⩾ ۰

[x , fval] = linprog(f , A, b , [] , [] , lb)

sol :

f = [۱۲ ۱۲ ۱۲ ۱۲]

A =



−۱ ۰ ۰ ۰

−۱ −۱ −۱ ۰

۰ −۱ ۰ −۳

۰ −۱ −۴ ۰


, b =

[
−۱۰ −۴ −۷ −۸

]
, lb =

[
۰ ۰ ۰ ۰

]T

optimization terminated

x۱ = ۱۰٫۰۰۰۰

x۲ = ۰٫۰۰۰۰

x۳ = ۲٫۰۰۰۰

x۴ = ۲٫۳۳۳۳

fval =

۱۷۲٫۰۰۰۰

. ۳۰ = ۱۷۲ − ۱۴۲ ب  ا اس  ت ب  راب  ر ب  ه  ی  ن  ه م  ق  دار ب  ن  اب  رای  ن

ال  گ  وھ ای م  ان  ن  د ب  اش  د. ١ ح  داک  ث  ر ض  ای  ع  ات ک  ه م  ی ک  ن  ی  م ان  ت  خ  اب را ال  گ  وھ ای  ی م  ت  رى، ١٢ م  ف  ت  ول ب  رش ب  رای ج)

. ٩،٧،۶،۵،٢،١

اس  ت. ش  ده اج  را ١ ال  گ  وی ک  ه دف  ع  ات  ی ت  ع  داد : x۱



٢٩ ب  ع  دی ی  ک م  وج  ودی ب  رش م  س  ال  ه

ب  اش  د ١ اک  ث  ر ح  د ض  ای  ع  ات ب  ه ك  ه ٩،٧،۶،۵،٢،١ ال  گ  وھ اى ب  ا م  ف  ت  ول ب  رش  ى :۴ . ٢ ج  دول

ال  گ  و ش  م  اره ٧م  ت  رى ق  ط  ع  ات ت  ع  داد ۵م  ت  رى ق  ط  ع  ات ت  ع  داد ۴م  ت  رى ق  ط  ع  ات ت  ع  داد ٣م  ت  رى ق  ط  ع  ات ت  ع  داد ض  اي  ع  ات دف  ع  ات ت  ع  داد

١ ١ ١ ٠ ٠ ٠ x۱

٢ ١ ٠ ١ ٠ ١ x۲

٣ ٠ ١ ١ ١ ٠ x۳

۴ ٠ ٠ ٣ ٠ ٠ x۴

۵ ٠ ٠ ٢ ١ ١ x۵

۶ ٠ ٠ ٠ ۴ ٠ x۶

اس  ت. ش  ده اج  را ٢ ال  گ  وی ک  ه دف  ع  ات  ی ت  ع  داد : x۲

اس  ت. ش  ده اج  را ٣ ال  گ  وی ک  ه دف  ع  ات  ی ت  ع  داد : x۳

اس  ت. ش  ده اج  را ۴ ال  گ  وی ک  ه دف  ع  ات  ی ت  ع  داد : x۴

اس  ت. ش  ده اج  را ۵ ال  گ  وی ک  ه دف  ع  ات  ی ت  ع  داد : x۵

اس  ت. ش  ده اج  را ۶ ال  گ  وی ک  ه دف  ع  ات  ی ت  ع  داد : x۶

س  ف  ارش  ات

از ھ رک  دام ت  ع  داد داری  م. لازم م  ت  رى ٣ ق  ط  ع  ه ٨ و م  ت  رى ۴ ق  ط  ع  ه ٧ م  ت  رى، ۵ ق  ط  ع  ه ۴ م  ت  رى، ٧ ق  ط  ع  ه ١٠

ب  ی  اب  ی  د. را ش  ده ذک  ر ق  ط  ع  ات

م  ح  دودي  ت ھ ا

x۱ + x۲ ⩾ ۱۰ م  ت  رى: ٧ ق  ط  ع  ات ت  ع  داد

x۱ + x۲ ⩾ ۴ م  ت  رى: ۵ ق  ط  ع  ات ت  ع  داد

x۲ + x۳ + ۳x۴ + ۲x۵ ⩾ ۷ م  ت  رى: ۴ ق  ط  ع  ات ت  ع  داد



م  س  أل  ه ت  ع  ری  ف ٣٠

x۳ + x۵ + ۴x۶ ⩾ ۸ م  ت  رى: ٣ ق  ط  ع  ات ت  ع  داد

x۱, x۲, x۳, x۴, x۵, x۶ ∈ N ∪ {۰}

اس  ت م  ت  ر ٧ ق  ط  ع  ه ط  ول ان  دازه چ  ون اس  ت. ش  ده ت  ول  ي  د اض  اف  ه م  ت  رى ٧ ق  ط  ع  ات ت  ع  داد (x۱ + x۲ − ۱۰)

م  ت  ری ۷(x۱ + x۲ − ۱۰) ش  ده: اض  اف  ه م  ت  رى ٧ ض  اي  ع  ات ك  ل پ  س

اس  ت م  ت  ر ۵ ق  ط  ع  ه ط  ول ان  دازه چ  ون اس  ت. ش  ده ت  ول  ي  د اض  اف  ه م  ت  رى ۵ ق  ط  ع  ات ت  ع  داد (x۱ + x۳ − ۴)

م  ت  ری ۵(x۱ + x۳ − ۴) ش  ده: اض  اف  ه م  ت  رى ۵ ض  اي  ع  ات ك  ل پ  س

ط  ول ان  دازه چ  ون اس  ت. ش  ده ت  ول  ي  د اض  اف  ه م  ت  رى ۴ ق  ط  ع  ات ت  ع  داد (x۲ + x۳ + ۳x۴ + ۲x۵ − ۷)

م  ت  ری ۴(x۲ + x۳ + ۳x۴ + ۲x۵ − ۷) ش  ده: اض  اف  ه م  ت  رى ۴ ض  اي  ع  ات ك  ل پ  س اس  ت م  ت  ر ۴ ق  ط  ع  ه

٣ ق  ط  ع  ه ط  ول ان  دازه چ  ون اس  ت. ش  ده ت  ول  ي  د اض  اف  ه م  ت  رى ٣ ق  ط  ع  ات ت  ع  داد (x۳ + x۵ + ۴x۶ − ۸)

م  ت  ری ۳(x۳ + x۵ + ۴x۶ − ۸) ش  ده: اض  اف  ه م  ت  رى ٣ ض  اي  ع  ات ك  ل پ  س اس  ت م  ت  ر

م  ی ش  ود: ن  وش  ت  ه زی  ر ص  ورت ب  ه م  ت  ر ب  رح  س  ب ش  ده اض  اف  ه ض  اي  ع  ات ك  ل

T (x۱, x۲, x۳, x۴, x۵, x۶) = ۷(x۱ + x۲ − ۱۰) + x۲ + ۵(x۱ + x۳ − ۴)

+ ۴(x۲ + x۳ + ۳x۴ + ۲x۵ − ۷) + ۳(x۳ + x۵ + ۴x۶ − ۸) + x۵

min T (x۱, x۲, x۳, x۴, x۵, x۶) = ۱۲x۱ + ۱۲x۲ + ۱۲x۳ + ۱۲x۴ + ۱۲x۵ + ۱۲x۶ − ۱۴۲

s.t

x۱ + x۲ − ۱۰ ⩾ ۰

x۱ + x۳ − ۴ ⩾ ۰

x۲ + x۳ + ۳x۴ + ۲x۵ − ۷ ⩾ ۰

x۳ + x۵ + ۴x۶ − ۸ ⩾ ۰



٣١ ب  ع  دی ی  ک م  وج  ودی ب  رش م  س  ال  ه

sol :

f = [۱۲ ۱۲ ۱۲ ۱۲ ۱۲ ۱۲]

A =



−۱ −۱ ۰ ۰ ۰ ۰

−۱ ۰ −۱ ۰ ۰ ۰

۰ −۱ −۱ −۳ −۲ ۰

۰ ۰ −۱ ۰ −۱ −۴


, b =

[
−۱۰ −۴ −۷ −۸

]
,

lb =

[
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰

]T
optimization terminated

x۱ = ۴٫۰۰۰۰

x۲ = ۶٫۰۰۰۰

x۳ = ۰٫۰۰۰۰

x۴ = ۰٫۳۳۳۳

x۵ = ۰٫۰۰۰۰

x۶ = ۲٫۰۰۰۰

fval = ۱۴۸٫۰۰۰۰

.۶ = ۱۴۸ − ۱۴۲ ب  ا اس  ت ب  راب  ر ب  ه  ی  ن  ه م  ق  دار ای  ن ب  ن  اب  ر



ق  ط  ع  ه دو ب  ه ق  ب  ل م  س  أل  ه ت  ع  م  ی  م ٣٢

ق  ط  ع  ه دو ب  ه ق  ب  ل م  س  أل  ه ت  ع  م  ی  م ٢ . ٣

م  ى ن  ش  ان اس  ت. ش  ده اض  اف  ه م  س  أل  ه اي  ن ب  ه ن  ي  ز م  ت  ر ١۵ ط  ول ب  ه م  ف  ت  ول ی  ک م  ت  رى، ١٢ م  ف  ت  ول ب  ر ع  لاوه م  س  أل  ه اي  ن در

م  ى آوري  م. ب  دس  ت م  ت  رى ١٢ م  ف  ت  ول ي  ك ب  ه ن  س  ب  ت ب  ه  ت  ری ج  واب ھ اى م  ت  ف  اوت ط  ول ب  ا م  ادر م  ف  ت  ول دو ب  ا دھ ي  م

پ  س آوري  م. م  ی ب  دس  ت را (٢ . ٧) ج  واب ھ ای م  ت  ری ١٢ م  ف  ت  ول ب  رای ١ م  س  أل  ه روش ھ م  ان ب  ه :١ م  س  أل  ه

۳n۱ + ۴n۲ + ۵n۳ + ۷n۴ = ۱۵ n۱, n۲, n۳, n۴ ∈ N ∪ {۰} (٢ . ٧)

۷n۴ ⩽ ۳n۱ + ۴n۲ + ۵n۳ + ۷n۴ = ۱۵

n۴ = [
۱۵

۷
]

اس  ت. ص  ح  ی  ح ع  دد n۴ چ  ون

n۴ = [
۱۵

۷
] = ۲

.n۴ ∈ {۰,۱,۲} پ  س

n۴ = ۰ م  ی ک  ن  ی  م ف  رض ١ گ  ام

۳n۱ + ۴n۲ + ۵n۳ = ۱۵

۵n۳ ⩽ ۳n۱ + ۴n۲ + ۵n۳ = ۱۵

۵n۳ ⩽ ۱۵

n۳ = [
۱۵

۵
]

ل  ذا [
۱۵

۵
] از اس  ت ع  ب  ارت n۳ ح  داک  ث  ر

n۳ = ۳

n۳ ∈ {۰,۱,۲,۳} پ  س



٣٣ ب  ع  دی ی  ک م  وج  ودی ب  رش م  س  ال  ه

n۴ = ۱ م  ی ک  ن  ی  م ف  رض ٢ گ  ام

۳n۱ + ۴n۲ + ۵n۳ + ۷ = ۱۵

۳n۱ + ۴n۲ + ۵n۳ = ۸

۵n۳ ⩽ ۳n۱ + ۴n۲ + ۵n۳

۵n۳ ⩽ ۸

n۳ ⩽ [
۸

۵
]

ل  ذا [
۸

۵
] از اس  ت ع  ب  ارت n۳ ح  داک  ث  ر

n۳ = ۱

n۴ = ۲ م  ی ک  ن  ی  م ف  رض ٣ گ  ام

۳n۱ + ۴n۲ + ۵n۳ + ۱۴ = ۱۵

۳n۱ + ۴n۲ + ۵n۳ = ۱

۵n۳ ⩽ ۳n۱ + ۴n۲ + ۵n۳

۵n۳ ⩽ ۱

n۳ ⩽ [
۱

۵
]

n۳ = ۰

n۳ = ۰ م  ی ک  ن  ی  م ف  رض ۴ گ  ام

۳n۱ + ۴n۲ = ۱۵

۴n۲ ⩽ ۳n۱ + ۴n۲ = ۱۵

۴n۲ ⩽ ۱۵



ق  ط  ع  ه دو ب  ه ق  ب  ل م  س  أل  ه ت  ع  م  ی  م ٣۴

n۲ ⩽ [
۱۵

۴
] = ۳

n۲ ∈ {۰,۱,۲,۳} پ  س

n۳ = ۱ م  ی ک  ن  ی  م ف  رض ۵ گ  ام

۳n۱ + ۴n۲ + ۵ = ۱۵

۴n۲ ⩽ ۳n۱ + ۴n۲ = ۱۰

۴n۲ ⩽ ۱۰

n۲ ⩽ [
۱۰

۴
] = ۲

n۳ = ۲ م  ی ک  ن  ی  م ف  رض ۶ گ  ام

۳n۱ + ۴n۲ + ۱۰ = ۱۵

۴n۲ ⩽ ۳n۱ + ۴n۲ = ۵

۴n۲ ⩽ ۵

n۲ ⩽ [
۵

۴
] = ۱

n۳ = ۳ م  ی ک  ن  ی  م ف  رض ٧ گ  ام

۳n۱ + ۴n۲ + ۱۵ = ۱۵

۴n۲ ⩽ ۳n۱ + ۴n۲ = ۰

۴n۲ ⩽ ۰

n۲ ⩽ [
۰

۴
] = ۰



٣۵ ب  ع  دی ی  ک م  وج  ودی ب  رش م  س  ال  ه

n۲ = ۰ م  ی ک  ن  ی  م ف  رض ٨ گ  ام

۳n۱ = ۱۵

۳n۱ = ۱۵

n۱ = [۵]

n۱ = {۰,۱,۲,۳,۴,۵} پ  س

م  ی ک  ن  ی  م. ان  ت  خ  اب n۴ = ۰ اب  ت  دا ٩ گ  ام

۳n۱ + ۴n۲ + ۵n۳ = ۱۵

چ  ون ن  ی  س  ت ق  ب  ول ق  اب  ل n۳ = ۲ ول  ی n۳ ∈ {۰,۱,۲,۳} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ١ گ  ام از و

۳n۱ + ۴n۲ + ۱۰ = ۱۵

داری  م

۳n۱ + ۴n۲ = ۵ (٢ . ٨)

ب  اش  د. {۰,۱,۳} م  ی ت  وان  د ح  داک  ث  ر n۳ پ  س ن  دارد ج  واب (٢ . ٨) م  ع  ادل  ه و

م  ی ک  ن  ی  م. ان  ت  خ  اب n۳ = ۰

۳n۱ + ۴n۲ = ۱۵

n۲ پ  س ن  ی  س  ت. ق  ب  ول ق  اب  ل n۳ = {۱,۲} ول  ی n۲ ∈ {۰,۱,۲,۳} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ۴ گ  ام از و

ب  اش  د. {۰,۳} م  ی ت  وان  د ح  داک  ث  ر

م  ی ک  ن  ی  م. ان  ت  خ  اب n۲ = ۰

۳n۱ = ۱۵

پ  س ن  ی  س  ت ق  ب  ول ق  اب  ل n۱ = ۰,۱,۲,۳,۴ ول  ی n۱ = {۰,۱,۲,۳,۴,۵} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ٨ گ  ام از



ق  ط  ع  ه دو ب  ه ق  ب  ل م  س  أل  ه ت  ع  م  ی  م ٣۶

ب  اش  د. ۵ م  ی ت  وان  د ح  داک  ث  ر n۲

n۱ = ۵, n۲ = ۰, n۳ = ۰, n۴ = ۰

م  ی ک  ن  ی  م. ان  ت  خ  اب n۴ = ۰ ح  ال ١٠ گ  ام

۳n۱ + ۴n۲ + ۵n۳ = ۱۵

چ  ون ن  ی  س  ت ق  ب  ول ق  اب  ل n۳ = ۲ ول  ی n۳ ∈ {۰,۱,۲,۳} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ١ گ  ام از و

۳n۱ + ۴n۲ + ۱۰ = ۱۵

داری  م

۳n۱ + ۴n۲ = ۵ (٢ . ٩)

ب  اش  د. {۰,۱,۳} م  ی ت  وان  د ح  داک  ث  ر n۳ پ  س ن  دارد ج  واب (٢ . ٩) م  ع  ادل  ه و

م  ی ک  ن  ی  م. ان  ت  خ  اب n۳ = ۰

۳n۱ + ۴n۲ = ۱۵

n۲ پ  س ن  ی  س  ت. ق  ب  ول ق  اب  ل n۳ = {۱,۲} ول  ی n۲ ∈ {۰,۱,۲,۳} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ۴ گ  ام از و

ب  اش  د. {۰,۳} م  ی ت  وان  د ح  داک  ث  ر

م  ی ک  ن  ی  م. ان  ت  خ  اب n۲ = ۳

۳n۱ = ۳

پ  س ن  ی  س  ت ق  ب  ول ق  اب  ل n۱ = ۰,۲,۳,۴,۵ ول  ی n۱ ∈ {۰,۱,۲,۳,۴,۵} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ٨ گ  ام از

ب  اش  د. ١ م  ی ت  وان  د ح  داک  ث  ر n۲

n۱ = ۱, n۲ = ۳, n۳ = ۰, n۴ = ۰



٣٧ ب  ع  دی ی  ک م  وج  ودی ب  رش م  س  ال  ه

م  ی ک  ن  ی  م. ان  ت  خ  اب n۴ = ۰ ح  ال ١١ گ  ام

۳n۱ + ۴n۲ + ۵n۳ = ۱۵

چ  ون ن  ی  س  ت ق  ب  ول ق  اب  ل n۳ = ۲ ول  ی n۳ ∈ {۰,۱,۲,۳} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ١ گ  ام از و

۳n۱ + ۴n۲ + ۱۰ = ۱۵

داری  م

۳n۱ + ۴n۲ = ۵ (٢ . ١٠)

ب  اش  د. {۰,۱,۳} م  ی ت  وان  د ح  داک  ث  ر n۳ پ  س ن  دارد ج  واب (٢ . ١٠) م  ع  ادل  ه و

م  ی ک  ن  ی  م. ان  ت  خ  اب n۳ = ۱

۳n۱ + ۴n۲ = ۱۰

n۲ پ  س ن  ی  س  ت. ق  ب  ول ق  اب  ل n۳ = {۰,۲,۳} ول  ی n۲ ∈ {۰,۱,۲,۳} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ۴ گ  ام از و

ب  اش  د. ۱ م  ی ت  وان  د ح  داک  ث  ر

م  ی ک  ن  ی  م. ان  ت  خ  اب n۲ = ۱

۳n۱ = ۶

پ  س ن  ی  س  ت ق  ب  ول ق  اب  ل n۱ = ۰,۱,۳,۴,۵ ول  ی n۱ ∈ {۰,۱,۲,۳,۴,۵} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ٨ گ  ام از

ب  اش  د. ٢ م  ی ت  وان  د ح  داک  ث  ر n۲

n۱ = ۲, n۲ = ۱, n۳ = ۱, n۴ = ۰

م  ی ک  ن  ی  م. ان  ت  خ  اب n۴ = ۰ ح  ال ١٢ گ  ام

۳n۱ + ۴n۲ + ۵n۳ = ۱۵



ق  ط  ع  ه دو ب  ه ق  ب  ل م  س  أل  ه ت  ع  م  ی  م ٣٨

چ  ون ن  ی  س  ت ق  ب  ول ق  اب  ل n۳ = ۲ ول  ی n۳ ∈ {۰,۱,۲,۳} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ١ گ  ام از و

۳n۱ + ۴n۲ + ۱۰ = ۱۵

داری  م

۳n۱ + ۴n۲ = ۵ (٢ . ١١)

ب  اش  د. {۰,۱,۳} م  ی ت  وان  د ح  داک  ث  ر n۳ پ  س ن  دارد ج  واب (٢ . ١١) م  ع  ادل  ه و

م  ی ک  ن  ی  م. ان  ت  خ  اب n۳ = ۳

۳n۱ + ۴n۲ = ۰

n۲ پ  س ن  ی  س  ت. ق  ب  ول ق  اب  ل n۳ = {۱,۲,۳} ول  ی n۲ ∈ {۰,۱,۲,۳} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ۴ گ  ام از و

ب  اش  د. ۰ م  ی ت  وان  د ح  داک  ث  ر

م  ی ک  ن  ی  م. ان  ت  خ  اب n۲ = ۰

۳n۱ = ۰

پ  س ن  ی  س  ت ق  ب  ول ق  اب  ل n۱ = ۱,۲,۳,۴,۵ ول  ی n۱ ∈ {۰,۱,۲,۳,۴,۵} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ٨ گ  ام از

ب  اش  د. ٠ م  ی ت  وان  د ح  داک  ث  ر n۲

n۱ = ۰, n۲ = ۰, n۳ = ۳, n۴ = ۰

م  ی ک  ن  ی  م. ان  ت  خ  اب n۴ = ۱ ح  ال ١٣ گ  ام

۳n۱ + ۴n۲ + ۵n۳ = ۸

ح  داک  ث  ر n۳ پ  س ن  ی  س  ت ق  ب  ول ق  اب  ل n۳ = ۲,۳ ول  ی n۳ ∈ {۰,۱,۲,۳} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ١ گ  ام از و

ب  اش  د. {۰,۱} م  ی ت  وان  د

م  ی ک  ن  ی  م. ان  ت  خ  اب n۳ = ۰

۳n۱ + ۴n۲ = ۸



٣٩ ب  ع  دی ی  ک م  وج  ودی ب  رش م  س  ال  ه

n۲ پ  س ن  ی  س  ت. ق  ب  ول ق  اب  ل n۲ = {۰,۱,۳,۴} ول  ی n۲ ∈ {۰,۱,۲,۳} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ۴ گ  ام از و

ب  اش  د. ۲ م  ی ت  وان  د ح  داک  ث  ر

۳n۱ = ۰

پ  س ن  ی  س  ت ق  ب  ول ق  اب  ل n۱ = ۱,۲,۳,۴,۵ ول  ی n۱ ∈ {۰,۱,۲,۳,۴,۵} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ٨ گ  ام از

ب  اش  د. ٠ م  ی ت  وان  د ح  داک  ث  ر n۱

n۱ = ۰, n۲ = ۲, n۳ = ۰, n۴ = ۱

م  ی ک  ن  ی  م. ان  ت  خ  اب n۴ = ۱ ح  ال ١۴ گ  ام

۳n۱ + ۴n۲ + ۵n۳ = ۸

ح  داک  ث  ر n۳ پ  س ن  ی  س  ت ق  ب  ول ق  اب  ل n۳ = ۲,۳ ول  ی n۳ ∈ {۰,۱,۲,۳} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ١ گ  ام از و

ب  اش  د. {۰,۱} م  ی ت  وان  د

م  ی ک  ن  ی  م. ان  ت  خ  اب n۳ = ۱

۳n۱ + ۴n۲ = ۳

n۲ پ  س ن  ی  س  ت. ق  ب  ول ق  اب  ل n۲ = {۱,۲,۳,۴} ول  ی n۲ ∈ {۰,۱,۲,۳} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ۴ گ  ام از و

ب  اش  د. ۰ م  ی ت  وان  د ح  داک  ث  ر

۳n۱ = ۳

پ  س ن  ی  س  ت ق  ب  ول ق  اب  ل n۱ = ۰,۲,۳,۴,۵ ول  ی n۱ ∈ {۰,۱,۲,۳,۴,۵} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ٨ گ  ام از

ب  اش  د. ١ م  ی ت  وان  د ح  داک  ث  ر n۱

n۱ = ۱, n۲ = ۰, n۳ = ۱, n۴ = ۱

م  ى ك  ن  ي  م ان  ت  خ  اب م  ت  رى ١۵ ط  ول ب  ه ال  گ  وھ اى م  ى ش  ود. ح  داق  ل ض  اي  ع  ات ك  ه ك  ن  ي  م اس  ت  ف  اد ال  گ  وھ ا از چ  گ  ون  ه ح  ال :٢ م  س  أل  ه

ال  گ  وھ اى م  ت  رى ١۵ و م  ت  رى ١٢ ط  ول ب  ه م  ف  ت  ول ھ ا ب  رش  ى ١۴،١٢،١٠ ،۶،٣،٢ م  ث  لا ب  اش  د ض  اي  ع  ات ب  دون ك  ه



ق  ط  ع  ه دو ب  ه ق  ب  ل م  س  أل  ه ت  ع  م  ی  م ۴٠

اس  ت ٢ ح  داك  ث  ر ض  اي  ع  ات ب  ا ج  واب ھ اى ت  م  ام م  ت  رى ١۵ م  ف  ت  ول ب  رش  ى :۵ . ٢ ج  دول

ال  گ  و ش  م  اره ٧م  ت  رى ق  ط  ع  ات ت  ع  داد ۵م  ت  رى ق  ط  ع  ات ت  ع  داد ۴م  ت  رى ق  ط  ع  ات ت  ع  داد ٣م  ت  رى ق  ط  ع  ات ت  ع  داد ض  اي  ع  ات

١ ٢ ٠ ٠ ٠ ١

٢ ١ ١ ٠ ١ ٠

٣ ١ ٠ ٢ ٠ ٠

۴ ١ ٠ ١ ١ ١

۵ ١ ٠ ٠ ٢ ٢

۶ ٠ ٣ ٠ ٠ ٠

٧ ٠ ٢ ٢ ٠ ١

٨ ٠ ٢ ٠ ١ ٢

٩ ٠ ١ ٢ ٠ ٢

١٠ ٠ ١ ١ ٢ ٠

١١ ٠ ١ ٠ ٣ ١

١٢ ٠ ٠ ٣ ١ ٠

١٣ ٠ ٠ ٢ ٢ ٢

١۴ ٠ ٠ ٠ ۵ ٠

اس  ت: ص  ف  ر ض  اي  ع  ات ك  ه م  ى ك  ن  ي  م ان  ت  خ  اب

اس  ت. ش  ده اج  را ١ ال  گ  و ب  ار چ  ن  د : x۱

اس  ت. ش  ده اج  را ٢ ال  گ  و ب  ار چ  ن  د : x۲

اس  ت. ش  ده اج  را ٣ ال  گ  و ب  ار چ  ن  د : x۳

اس  ت. ش  ده اج  را ۴ ال  گ  و ب  ار چ  ن  د : x۴



۴١ ب  ع  دی ی  ک م  وج  ودی ب  رش م  س  ال  ه

اس  ت ص  ف  ر ض  ای  ع  ات ك  ه ( ١۴،١٢،١٠ ،۶،٣،٢) ال  گ  وھ اى ب  ا م  ف  ت  ول ب  رش  ى :۶ . ٢ ج  دول

ال  گ  و ش  م  اره ٧م  ت  رى ق  ط  ع  ات ت  ع  داد ۵م  ت  رى ق  ط  ع  ات ت  ع  داد ۴م  ت  رى ق  ط  ع  ات ت  ع  داد ٣م  ت  رى ق  ط  ع  ات ت  ع  داد ض  اي  ع  ات دف  ع  ات ت  ع  داد

١ ١ ١ ٠ ١ ٠ y۱

٢ ١ ٠ ٢ ٠ ٠ y۲

٣ ٠ ٣ ٠ ٠ ٠ y۳

۴ ٠ ١ ١ ٢ ٠ y۴

۵ ٠ ٠ ٣ ١ ٠ y۵

۶ ٠ ٠ ٠ ۵ ٠ y۶

اس  ت ص  ف  ر ض  ای  ع  ات ك  ه ال  گ  وھ اى ب  ا م  ت  رى ١۵ و م  ت  رى ١٢ ط  ول ب  ه م  ف  ت  ول ھ ا :٢ . ٧ ج  دول

ال  گ  و ش  م  اره ٧م  ت  رى ق  ط  ع  ات ت  ع  داد ۵م  ت  رى ق  ط  ع  ات ت  ع  داد ۴م  ت  رى ق  ط  ع  ات ت  ع  داد ٣م  ت  رى ق  ط  ع  ات ت  ع  داد ض  اي  ع  ات دف  ع  ات ت  ع  داد

١ ١ ١ ٠ ٠ ٠ x۱

٢ ٠ ١ ١ ١ ٠ x۲

٣ ٠ ٠ ٠ ۴ ٠ x۳

۴ ٠ ٠ ٣ ٠ ٠ x۴

۵ ١ ١ ٠ ١ ٠ y۱

۶ ١ ٠ ٢ ٠ ٠ y۲

٧ ٠ ٣ ٠ ٠ ٠ y۳

٨ ٠ ١ ١ ٢ ٠ y۴

٩ ٠ ٠ ٣ ١ ٠ y۵

١٠ ٠ ٠ ٠ ۵ ٠ y۶



ق  ط  ع  ه دو ب  ه ق  ب  ل م  س  أل  ه ت  ع  م  ی  م ۴٢

اس  ت. ش  ده اج  را ۵ ال  گ  و ب  ار چ  ن  د : y۱

اس  ت. ش  ده اج  را ۶ ال  گ  و ب  ار چ  ن  د : y۲

اس  ت. ش  ده اج  را ٧ ال  گ  و ب  ار چ  ن  د : y۳

اس  ت. ش  ده اج  را ٨ ال  گ  و ب  ار چ  ن  د : y۴

اس  ت. ش  ده اج  را ٩ ال  گ  و ب  ار چ  ن  د : y۵

اس  ت. ش  ده اج  را ١٠ ال  گ  و ب  ار چ  ن  د : y۶

س  ف  ارش  ات

داری  م. لازم م  ت  رى ٣ ع  دد ٨ داری  م، لازم م  ت  رى ۴ ع  دد ٧ داری  م، لازم م  ت  رى ۵ ع  دد ۴ داری  م، لازم م  ت  رى ٧ ع  دد ١٠

. م  ى ش  ود م  ت  رى ٣ ع  دد چ  ن  د و م  ى ش  ود م  ت  رى ۴ ع  دد چ  ن  د م  ى ش  ود، م  ت  رى ۵ ع  دد چ  ن  د م  ى ش  ود، م  ت  رى ٧ ع  دد چ  ن  د

م  ح  دودي  ت ھ ا١

x۱ + y۱ + y۲ ⩾ ۱۰ م  ت  رى: ٧ ق  ط  ع  ات ت  ع  داد

x۱ + x۲ + y۱ + ۳y۳ + y۴ ⩾ ۴ م  ت  رى: ۵ ق  ط  ع  ات ت  ع  داد

x۲ + ۳x۴ + ۲y۲ + y۴ + ۳y۵ ⩾ ۷ م  ت  رى: ۴ ق  ط  ع  ات ت  ع  داد

x۲ + ۴x۳ + y۱ + ۲y۴ + y۵ + ۵y۶ ⩾ ۸ م  ت  رى: ٣ ق  ط  ع  ات ت  ع  داد

x۱, x۲, x۳, x۴, y۱, y۲, y۳, y۴, y۵, y۶ ∈ N ∪ {۰}

پ  س اس  ت م  ت  ر ٧ ق  ط  ع  ه ط  ول ان  دازه چ  ون ش  ده ت  ول  ي  د اض  اف  ه م  ت  رى ٧ ق  ط  ع  ات ت  ع  داد (x۱ + y۱ + y۲ − ۱۰)

م  ت  ری ۷(x۱ + y۱ + y۲ − ۱۰) ش  ده: اض  اف  ه م  ت  رى ٧ ض  اي  ع  ات ك  ل

۵ ق  ط  ع  ه ط  ول ان  دازه چ  ون ش  ده ت  ول  ي  د اض  اف  ه م  ت  رى ۵ ق  ط  ع  ات ت  ع  داد (x۱ + x۲ + y۱ + ۳y۳ + y۴ − ۴)

م  ت  ری ۵(x۱ + x۲ + y۱ + ۳y۳ + y۴ − ۴) ش  ده: اض  اف  ه م  ت  رى ۵ ض  اي  ع  ات ك  ل پ  س اس  ت م  ت  ر

ق  ط  ع  ه ط  ول ان  دازه چ  ون ش  ده ت  ول  ي  د اض  اف  ه م  ت  رى ۴ ق  ط  ع  ات ت  ع  داد (x۲ + ۳x۴ + ۲y۲ + y۴ + ۳y۵ − ۷)

١constrant



۴٣ ب  ع  دی ی  ک م  وج  ودی ب  رش م  س  ال  ه

م  ت  ری ۴(x۲ + ۳x۴ + ۲y۲ + y۴ + ۳y۵ − ۷) ش  ده: اض  اف  ه م  ت  رى ۴ ض  اي  ع  ات ك  ل پ  س اس  ت م  ت  ر ۴

ط  ول ان  دازه چ  ون ش  ده ت  ول  ي  د اض  اف  ه م  ت  رى ٣ ق  ط  ع  ات ت  ع  داد (x۲ + ۴x۳ + y۱ + ۲y۴ + y۵ + ۵y۶ − ۸)

۳(x۲ +۴x۳ +y۱ +۲y۴ + y۵ +۵y۶ −۸) ش  ده: اض  اف  ه م  ت  رى ٣ ض  اي  ع  ات ك  ل پ  س اس  ت م  ت  ر ٣ ق  ط  ع  ه

م  ت  ری

م  ی ش  ود: م  ح  اس  ب  ه زی  ر ص  ورت ب  ه م  ت  ر ب  رح  س  ب ش  ده اض  اف  ه ض  اي  ع  ات ك  ل

T (x۱, x۲,x۳, x۴, y۱, y۲, y۳, y۴, y۵, y۶) = ۷(x۱ + y۱ + y۲ − ۱۰) + ۵(x۱ + x۲ + y۱ + ۳y۳ + y۴ − ۴)

+ ۴(x۲ + ۳x۴ + ۲y۲ + y۴ + ۳y۵ − ۷) + ۳(x۲ + ۴x۳ + y۱ + ۲y۴ + y۵ + ۵y۶ − ۸)

داری  م: را زی  ر م  س  أل  ه ب  ن  اب  رای  ن

min T (x۱, x۲, x۳, x۴, y۱, y۲, y۳, y۴, y۵, y۶) = ۱۲x۱ + ۱۲x۲ + ۱۲x۳ + ۱۲x۴

+ ۱۵y۱ + ۱۵y۲ + ۱۵y۳ + ۱۵y۴ + ۱۵y۵ + ۱۵y۶ − ۱۴۲

x۱ + y۱ + y۲ − ۱۰ ⩾ ۰

x۱ + x۲ + y۱ + ۳y۳ + y۴ − ۴ ⩾ ۰

x۲ + ۳x۴ + ۲y۲ + y۴ + ۳y۵ − ۷ ⩾ ۰

x۲ + ۴x۳ + y۱ + ۲y۴ + y۵ + ۵y۶ − ۸ ⩾ ۰

[x , fval] = linprog(f , A, b , [] , [] , lb)

sol :

f = [۱۲ ۱۲ ۱۲ ۱۲ ۱۵ ۱۵ ۱۵ ۱۵ ۱۵ ۱۵]



ق  ط  ع  ه دو ب  ه ق  ب  ل م  س  أل  ه ت  ع  م  ی  م ۴۴

A =



−۱ ۰ ۰ ۰ −۱ −۱ ۰ ۰ ۰ ۰

−۱ −۱ ۰ ۰ −۱ ۰ −۳ −۱ ۰ ۰

۰ −۱ ۰ −۳ ۰ −۲ ۰ −۱ −۳ ۰

۰ −۱ −۴ ۰ −۱ ۰ ۰ −۲ −۱ −۵


,

b =

[
−۱۰ −۴ −۷ −۸

]
, lb =

[
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰

]
,

optimization terminated

x۱ = ۳٫۷۲۴۲

x۲ = ۰٫۰۰۰۰

x۳ = ۰٫۶۵۶۹

x۴ = ۰٫۰۰۰۰

x۵ = ۲٫۷۷۵۸

x۶ = ۳٫۵۰۰۰

x۷ = ۰٫۰۰۰۰

x۸ = ۰٫۰۰۰۰

x۹ = ۰٫۰۰۰۰

x۱۰ = ۰٫۵۱۹۳

fval = ۱۵۴٫۵۰۰۰

م  ی ب  اش  د. ۱۲٫۵ = ۱۵۴٫۵ − ۱۴۲ م  س  أل  ه ب  ه  ی  ن  ه م  ق  دار ب  ن  اب  رای  ن



۴۵ ب  ع  دی ی  ک م  وج  ودی ب  رش م  س  ال  ه

س  ي  ال  ه م  ع  ادل  ه ت  ع  م  ي  م ۴ . ٢

اس  ت: زي  ر ص  ورت ب  ه م  ت  رى ١۵ و م  ت  رى ١٢ م  ادر ق  ط  ع  ه دو ب  راى م  ع  ادل  ه

۳n۱k۱ + ۳m۱k۲ + ۴n۲k۳ + ۴m۲k۴ + ۵n۳k۵ + ۵m۳k۶ + ۷n۴k۷

+ ۷m۴k۸ = ۱۲l۱ + ۱۵l۲

k۱ + k۲ = ۱

k۳ + k۴ = ۱

k۵ + k۶ = ۱

k۷ + k۸ = ۱

l۱ + l۲ = ۱

l۱, l۲, ki ∈ {۰,۱} i = ۱, · · ·۸

ni,mi ∈ {۰,۱,۲, · · · }

را آن دی  گ  ر روش ھ ای ی  ا ک  ران ش  اخ  ه ق  ب  ی  ل از روش ھ ای  ی ب  ا م  ی ت  وان ک  ه اس  ت ص  ح  ی  ح ع  دد خ  ط  ی غ  ی  ر م  س  ال  ه ی  ک ف  وق م  س  ال  ه

ن  م  ود. ح  ل



٣ ف  ص  ل

ب  ع  دی س  ه و ب  ع  دی دو م  وج  ودی ب  رش م  س  ال  ه

م  ق  دم  ه ٣ . ١

ھ ای ورق ب  رش ب  ا ب  ای  د م  س  أل  ه ای  ن در دھ ی  م. م  ی ق  رار ب  ررس  ی م  ورد را ت  ق  اض  ا ب  ا ب  ع  دی دو ب  رش م  س  أل  ه اب  ت  دا ف  ص  ل ای  ن در

ب  ا ض  ای  ع  ات آن  ه  ا ت  ق  اض  اھ ای ت  ام  ی  ن ض  م  ن ك  ه ش  ون  د ت  ول  ی  د ن  ح  وی ب  ه ن  ی  از م  ورد ك  وچ  ك  ت  ر ھ ای م  س  ت  ط  ی  ل ب  زرگ، ش  ك  ل م  س  ت  ط  ی  ل

ن  ظ  ر از ب  اش  د م  ی ن  ی  از م  ورد آن در ص  ف  ح  ات ب  رش ك  ه ص  ن  ع  ت  ی ھ ر در م  س  ئ  ل  ه ای  ن ح  ل گ  ردد. ح  داق  ل م  ص  رف  ی ھ ای ورق ت  ع  داد

ح  داق  ل م  س  أل  ه ب  ه ت  ن  ه  ا و ن  ش  ده گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در ق  ط  ع  ات ت  ق  اض  ای ، م  ق  الات اك  ث  ر در . ب  ود خ  واھ د اھ م  ی  ت ح  ائ  ز ض  ای  ع  ات ك  اھ ش

و داری  م م  ت  ری N ×M م  س  ت  ط  ی  ل ی  ک ک  ن  ی  د ف  رض م  ث  ال ع  ن  وان ب  ه اس  ت. ش  ده پ  رداخ  ت  ه ورق ی  ك در ض  ای  ع  ات ك  ردن

ت  ق  س  ی  م ni و mi ت  رت  ی  ب ب  ه ع  رض  و ط  ول ب  ا Ak, · · · , A۳, A۲, A۱ ک  وچ  ک م  س  ت  ط  ی  ل ھ ای ص  ورت ب  ه را آن م  ی خ  واھ ی  م

ب  اش  ن  د. م  ق  دار ک  م  ت  ری  ن ک  ل ض  ای  ع  ات ش  ون  د، چ  ی  ده م  ادر م  س  ت  ط  ی  ل در ال  گ  وھ ا ای  ن اگ  ر ط  وری  ک  ه ب  ه ک  ن  ی  م

Ai = ni ×mi i = ۱, · · · , k

۴۶



۴٧ ب  ع  دی س  ه و ب  ع  دی دو م  وج  ودی ب  رش م  س  ال  ه

م  س  أل  ه ٣ . ٢

ک  ن  ی  م. ت  ق  س  ی  م ک  وچ  ک  ت  ر م  س  ت  ط  ی  ل ھ ای ب  ه را آن م  ی خ  واھ ی  م ک  ه اس  ت ب  زرگ م  س  ت  ط  ی  ل ص  ورت ب  ه م  ادر ال  گ  وى ب  ع  دى، دو ب  رش در

داده زی  ر ج  دول ص  ورت ب  ه س  ف  ارش  ات و اس  ت س  ان  ت  ی م  ت  ر ۴۰۰ × ۳۰۰ اب  ع  اد ب  ا م  ادر م  س  ت  ط  ی  ل ک  ن  ی  م ف  رض م  ث  ال ع  ن  وان ب  ه

داری  م: س  ف  ارش چ  ه  ار زی  ر ج  دول ط  ب  ق ش  ده ان  د.

ط  ول × ع  رض س  ف  ارش ت  ع  داد

٢٠×٣٠ ١

۴۵×٣٠ ٢

۵۵×۴۵ ٣

۶٠×۵٠ ۴

م  ی ک  ن  ی  م: اس  ت  ف  اده ب  ه  ی  ن  ه ت  ق  ری  ب  ا ب  ص  ورت س  ف  ارش  ات ع  رض و م  ادر ف  ل  زی ورق ع  رض از ب  خ  واھ ی  م ف  ق  ط ک  ه زم  ان  ی (١ م  س  أل  ه

م  ش  خ  ص را آن ج  واب ھ اى ت  م  ام و م  ی پ  ردازی  م م  ع  ادل  ه ای  ن ح  ل ب  ه اک  ن  ون م  ی ب  اش  د. س  ی  ال  ه م  ع  ادل  ه ھ م  ان زی  ر م  ع  ادل  ه

م  ى ك  ن  ی  م.

۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۴۵n۳ + ۵۰n۴ = ۳۰۰

۴۵n۴ ⩽ ۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۴۵n۳ + ۵۰n۴ = ۳۰۰

۵۰n۴ ⩽ ۳۰۰

n۴ ⩽ [
۳۰۰

۵۰
] = ۶

.n۴ = ۰ م  ي ك  ن  ي  م ف  رض :١ گ  ام

۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۴۵n۳ = ۳۰۰

۴۵n۳ ⩽ ۳n۱ + ۴n۲ + ۴۵n۳ = ۳۰۰



م  س  أل  ه ۴٨

۴۵n۳ ⩽ ۳۰۰

n۳ = [
۳۰۰

۴۵
] = ۶

.n۳ ∈ {۰,۱,۲,۳,۴,۵,۶} پ  س

.n۴ = ۱ م  ي ك  ن  ي  م ف  رض :٢ گ  ام

۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۴۵n۳ + ۵۰ = ۳۰۰

۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۴۵n۳ = ۲۵۰

۴۵n۳ ⩽ ۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۴۵n۳ = ۲۵۰

۴۵n۳ ⩽ ۲۵۰

n۳ = [
۲۵۰

۴۵
] = ۵

.n۴ = ۲ م  ي ك  ن  ي  م ف  رض :٣ گ  ام

۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۴۵n۳ + ۱۰۰ = ۳۰۰

۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۴۵n۳ = ۲۰۰

۴۵n۳ ⩽ ۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۴۵n۳ = ۲۰۰

۴۵n۳ ⩽ ۲۰۰

n۳ = [
۲۰۰

۴۵
] = ۴

.n۴ = ۳ م  ي ك  ن  ي  م ف  رض :۴ گ  ام

۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۴۵n۳ + ۱۵۰ = ۳۰۰

۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۴۵n۳ = ۱۵۰

۴۵n۳ ⩽ ۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۵۰n۳ = ۱۵۰



۴٩ ب  ع  دی س  ه و ب  ع  دی دو م  وج  ودی ب  رش م  س  ال  ه

۴۵n۳ ⩽ ۱۵۰

n۳ = [
۱۵۰

۴۵
] = ۳

.n۴ = ۴ م  ي ك  ن  ي  م ف  رض :۵ گ  ام

۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۴۵n۳ + ۲۰۰ = ۳۰۰

۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۴۵n۳ = ۱۰۰

۴۵n۳ ⩽ ۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۴۵n۳ = ۱۰۰

۴۵n۳ ⩽ ۱۰۰

n۳ = [
۱۰۰

۴۵
] = ۲

.n۴ = ۵ م  ي ك  ن  ي  م ف  رض :۶ گ  ام

۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۴۵n۳ + ۲۵۰ = ۳۰۰

۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۴۵n۳ = ۵۰

۴۵n۳ ⩽ ۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۵۰n۳ = ۵۰

۴۵n۳ ⩽ ۵۰

n۳ = [
۵۰

۵۰
] = ۱

.n۴ = ۶ م  ي ك  ن  ي  م ف  رض :٧ گ  ام

۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۴۵n۳ + ۳۰۰ = ۳۰۰

۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۴۵n۳ = ۰

۴۵n۳ ⩽ ۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۴۵n۳ = ۰



م  س  أل  ه ۵٠

۴۵n۳ ⩽ ۰

n۳ = [
۰

۴۵
] = ۰

.n۳ = ۰ م  ي ك  ن  ي  م ف  رض :٨ گ  ام

۲۰n۱ + ۳۰n۲ = ۳۰۰

۳۰n۲ ⩽ ۲۰n۱ + ۳۰n۲ = ۳۰۰

۳۰n۲ ⩽ ۳۰۰

n۲ ⩽ [
۳۰۰

۳۰
] = ۱۰

.n۲ ∈ {۰,۱, · · · ,۱۰} پ  س

.n۳ = ۱ م  ي ك  ن  ي  م ف  رض :٩ گ  ام

۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۴۵ = ۳۰۰

۳۰n۲ ⩽ ۲۰n۱ + ۳۰n۲ = ۲۵۵

۳۰n۲ ⩽ ۲۵۵

n۲ ⩽ [
۲۵۵

۳۰
] = ۸

.n۳ = ۲ م  ي ك  ن  ي  م ف  رض :١٠ گ  ام

۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۹۰ = ۳۰۰

۳۰n۲ ⩽ ۲۰n۱ + ۳۰n۲ = ۲۱۰

۳۰n۲ ⩽ ۲۱۰

n۲ ⩽ [
۲۱۰

۳۰
] = ۷



۵١ ب  ع  دی س  ه و ب  ع  دی دو م  وج  ودی ب  رش م  س  ال  ه

.n۳ = ۳ م  ي ك  ن  ي  م ف  رض :١١ گ  ام

۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۱۳۵ = ۳۰۰

۳۰n۲ ⩽ ۲۰n۱ + ۳۰n۲ = ۱۶۵

۳۰n۲ ⩽ ۱۶۵

n۲ ⩽ [
۱۶۵

۳۰
] = ۵

.n۳ = ۴ م  ي ك  ن  ي  م ف  رض :١٢ گ  ام

۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۱۸۰ = ۳۰۰

۳۰n۲ ⩽ ۲۰n۱ + ۳۰n۲ = ۱۲۰

۳۰n۲ ⩽ ۱۲۰

n۲ ⩽ [
۱۲۰

۳۰
] = ۴

.n۳ = ۵ م  ي ك  ن  ي  م ف  رض :١٣ گ  ام

۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۲۲۵ = ۳۰۰

۳۰n۲ ⩽ ۲۰n۱ + ۳۰n۲ = ۷۵

۳۰n۲ ⩽ ۷۵

n۲ ⩽ [
۷۵

۳۰
] = ۲

.n۳ = ۶ م  ي ك  ن  ي  م ف  رض :١۴ گ  ام

۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۲۷۰ = ۳۰۰

۳۰n۲ ⩽ ۲۰n۱ + ۳۰n۲ = ۳۰

۳۰n۲ ⩽ ۳۰



م  س  أل  ه ۵٢

n۲ ⩽ [
۳۰

۳۰
] = ۱

.n۲ = ۰ م  ي ك  ن  ي  م ف  رض :١۵ گ  ام

۲۰n۱ = ۳۰۰

n۲ = [
۳۰۰

۲۰
] = ۱۵

.n۱ ∈ {۰,۱,۲, · · · ,۱۵} پ  س

پ  س م  ی ک  ن  ی  م ان  ت  خ  اب n۴ = ۰ اب  ت  دا :١۶ گ  ام

۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۴۵n۳ = ۳۰۰

n۳ = ۱ اگ  ر ن  ی  س  ت. ق  ب  ول ق  اب  ل n۳ = ۱,۳,۵ ول  ی n۳ ∈ {۰,۱,۲, · · · ,۶} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ١ گ  ام از

۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۴۵n۳ = ۳۰۰

داری  م

۲۰n۱ + ۳۰n۲ = ۲۵۵ (٣ . ١)

n۳ = ۳ اگ  ر

۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۱۳۵ = ۳۰۰

داری  م

۲۰n۱ + ۳۰n۲ = ۱۶۵ (٣ . ٢)

n۳ = ۵ اگ  ر

۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۲۲۵ = ۳۰۰



۵٣ ب  ع  دی س  ه و ب  ع  دی دو م  وج  ودی ب  رش م  س  ال  ه

داری  م

۲۰n۱ + ۳۰n۲ = ۷۵ (٣ . ٣)

ب  اش  د. {۰,۲,۴,۶} م  ی ت  وان  د ح  داک  ث  ر n۳ پ  س ن  دارد ج  واب (۶ . ٣) و (۵ . ٣) ،(۴ . ٣) م  ع  ادل  ه ھ ای و

م  ی ک  ن  ی  م ان  ت  خ  اب n۳ = ۰

۲۰n۱ + ۳۰n۲ = ۳۰۰

ح  داک  ث  ر n۲ پ  س ن  ی  س  ت. ق  ب  ول ق  اب  ل n۲ = ۳,۹ ول  ی n۲ ∈ {۰,۱,۲, · · · ,۱۰} ک  ه گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ٨ گ  ام از

ب  اش  د. {۰,۲,۴,۶,۸,۱۰} م  ی ت  وان  د

م  ی ک  ن  ی  م ان  ت  خ  اب n۲ = ۰

۲۰n۱ = ۳۰۰

ن  ی  س  ت ق  ب  ول ق  اب  ل n۱ = ۰,۱,۲, · · · ,۱۴ ول  ی n۱ ∈ {۰,۱,۲, · · · ,۱۵} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ١۵ گ  ام از

n۱ = ۱۵ پ  س

n۱ = ۱۵, n۲ = ۰, n۳ = ۰, n۴ = ۰

پ  س م  ی ک  ن  ی  م ان  ت  خ  اب n۴ = ۰ اب  ت  دا

۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۴۵n۳ = ۳۰۰

n۳ = ۱ اگ  ر ن  ی  س  ت. ق  ب  ول ق  اب  ل n۳ = ۱,۳,۵ ول  ی n۳ ∈ {۰,۱,۲, · · · ,۶} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ١ گ  ام از

۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۴۵n۳ = ۳۰۰

داری  م

۲۰n۱ + ۳۰n۲ = ۲۵۵ (۴ . ٣)

n۳ = ۳ اگ  ر

۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۱۳۵ = ۳۰۰



م  س  أل  ه ۵۴

داری  م

۲۰n۱ + ۳۰n۲ = ۱۶۵ (۵ . ٣)

n۳ = ۵ اگ  ر

۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۲۲۵ = ۳۰۰

داری  م

۲۰n۱ + ۳۰n۲ = ۷۵ (۶ . ٣)

ب  اش  د. {۰,۲,۴,۶} م  ی ت  وان  د ح  داک  ث  ر n۳ پ  س ن  دارد ج  واب (۶ . ٣) و (۵ . ٣) ،(۴ . ٣) م  ع  ادل  ه ھ ای و

م  ی ک  ن  ی  م ان  ت  خ  اب n۳ = ۰

۲۰n۱ + ۳۰n۲ = ۳۰۰

ح  داک  ث  ر n۲ پ  س ن  ی  س  ت. ق  ب  ول ق  اب  ل n۲ = ۳,۹ ول  ی n۲ ∈ {۰,۱,۲, · · · ,۱۰} ک  ه گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ٨ گ  ام از

ب  اش  د. {۰,۲,۴,۶,۸,۱۰} م  ی ت  وان  د

م  ی ک  ن  ی  م ان  ت  خ  اب n۲ = ۰

۲۰n۱ = ۳۰۰

ن  ی  س  ت ق  ب  ول ق  اب  ل n۲ = ۰,۱,۲, · · · ,۱۴ ول  ی n۱ ∈ {۰,۱,۲, · · · ,۱۵} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ١۵ گ  ام از

n۲ = ۱۵ پ  س

n۱ = ۱۵, n۲ = ۰, n۳ = ۰, n۴ = ۰

پ  س م  ی ک  ن  ی  م ان  ت  خ  اب n۴ = ۰ ح  ال

۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۴۵n۳ = ۳۰۰

ح  داک  ث  ر n۳ پ  س ن  ی  س  ت. ق  ب  ول ق  اب  ل n۳ = ۱,۳,۵ ول  ی n۳ ∈ {۰,۱,۲, · · · ,۶} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ١ گ  ام از

ب  اش  د. {۰,۲,۴,۶} م  ی ت  وان  د



۵۵ ب  ع  دی س  ه و ب  ع  دی دو م  وج  ودی ب  رش م  س  ال  ه

م  ی ک  ن  ی  م ان  ت  خ  اب n۳ = ۲

۲۰n۱ + ۳۰n۲ = ۲۱۰

ق  ب  ول ق  اب  ل n۲ = ۰,۱,۲,۳,۴,۶,۸,۹,۱۰ ول  ی n۲ ∈ {۰,۱,۲, · · · ,۱۰} ک  ه گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ٨ گ  ام از

ب  اش  د. {۷,۵} م  ی ت  وان  د ح  داک  ث  ر n۲ پ  س ن  ی  س  ت.

م  ی ک  ن  ی  م ان  ت  خ  اب n۲ = ۵

۲۰n۱ = ۶۰

ن  ی  س  ت ق  ب  ول ق  اب  ل n۱ = ۰,۱,۲,۴, · · · ,۱۵ ول  ی n۱ ∈ {۰,۱,۲, · · · ,۱۵} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ١۵ گ  ام از

n۱ = ۳ پ  س

n۱ = ۳, n۲ = ۵, n۳ = ۲, n۴ = ۰

پ  س م  ی ک  ن  ی  م ان  ت  خ  اب n۴ = ۰ ح  ال

۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۴۵n۳ = ۳۰۰

ح  داک  ث  ر n۳ پ  س ن  ی  س  ت. ق  ب  ول ق  اب  ل n۳ = ۱,۳,۵ ول  ی n۳ ∈ {۰,۱,۲, · · · ,۶} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ١ گ  ام از

ب  اش  د. {۰,۲,۴,۶} م  ی ت  وان  د

م  ی ک  ن  ی  م ان  ت  خ  اب n۳ = ۲

۲۰n۱ + ۳۰n۲ = ۲۱۰

ق  ب  ول ق  اب  ل n۲ = ۰,۱,۲,۳,۴,۶,۸,۹,۱۰ ول  ی n۲ ∈ {۰,۱,۲, · · · ,۱۰} ک  ه گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ٨ گ  ام از

ب  اش  د. {۷,۵} م  ی ت  وان  د ح  داک  ث  ر n۲ پ  س ن  ی  س  ت.

م  ی ک  ن  ی  م ان  ت  خ  اب n۲ = ۷

۲۰n۱ = ۰

پ  س ن  ی  س  ت ق  ب  ول ق  اب  ل n۱ = ۱,۲, · · · ,۱۵ ول  ی n۱ ∈ {۰,۱,۲, · · · ,۱۵} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ١۵ گ  ام از



م  س  أل  ه ۵۶

n۱ = ۰

n۱ = ۰, n۲ = ۷, n۳ = ۲, n۴ = ۰

پ  س م  ی ک  ن  ی  م ان  ت  خ  اب n۴ = ۰ ح  ال

۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۴۵n۳ = ۳۰۰

ح  داک  ث  ر n۳ پ  س ن  ی  س  ت. ق  ب  ول ق  اب  ل n۳ = ۱,۳,۵ ول  ی n۳ ∈ {۰,۱,۲, · · · ,۶} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ١ گ  ام از

ب  اش  د. {۰,۲,۴,۶} م  ی ت  وان  د

م  ی ک  ن  ی  م ان  ت  خ  اب n۳ = ۴

۲۰n۱ + ۳۰n۲ = ۱۲۰

ن  ی  س  ت. ق  ب  ول ق  اب  ل n۲ = ۱,۳,۶,۸,۹,۱۰ ول  ی n۲ ∈ {۰,۱,۲, · · · ,۱۰} ک  ه گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ٨ گ  ام از

ب  اش  د. {۰,۴,۲} م  ی ت  وان  د ح  داک  ث  ر n۲ پ  س

م  ی ک  ن  ی  م ان  ت  خ  اب n۲ = ۰

۲۰n۱ = ۱۲۰

ق  اب  ل n۱ = ۰,۱,۲,۳,۴,۵,۷, · · · ,۱۵ ول  ی n۱ ∈ {۰,۱,۲, · · · ,۱۵} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ١۵ گ  ام از

n۱ = ۶ پ  س ن  ی  س  ت ق  ب  ول

n۱ = ۶, n۲ = ۰, n۳ = ۴, n۴ = ۰

پ  س م  ی ک  ن  ی  م ان  ت  خ  اب n۴ = ۰ ح  ال

۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۴۵n۳ = ۳۰۰

ح  داک  ث  ر n۳ پ  س ن  ی  س  ت. ق  ب  ول ق  اب  ل n۳ = ۱,۳,۵ ول  ی n۳ ∈ {۰,۱,۲, · · · ,۶} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ١ گ  ام از

ب  اش  د. {۰,۲,۴,۶} م  ی ت  وان  د



۵٧ ب  ع  دی س  ه و ب  ع  دی دو م  وج  ودی ب  رش م  س  ال  ه

م  ی ک  ن  ی  م ان  ت  خ  اب n۳ = ۴

۲۰n۱ + ۳۰n۲ = ۱۲۰

ن  ی  س  ت. ق  ب  ول ق  اب  ل n۲ = ۱,۳,۶,۸,۹,۱۰ ول  ی n۲ ∈ {۰,۱,۲, · · · ,۱۰} ک  ه گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ٨ گ  ام از

ب  اش  د. {۰,۴,۲} م  ی ت  وان  د ح  داک  ث  ر n۲ پ  س

م  ی ک  ن  ی  م ان  ت  خ  اب n۲ = ۲

۲۰n۱ = ۶۰

ن  ی  س  ت ق  ب  ول ق  اب  ل n۱ = ۰,۱,۲,۴, · · · ,۱۵ ول  ی n۱ ∈ {۰,۱,۲, · · · ,۱۵} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ١۵ گ  ام از

n۱ = ۳ پ  س

n۱ = ۳, n۲ = ۲, n۳ = ۴, n۴ = ۰

پ  س م  ی ک  ن  ی  م ان  ت  خ  اب n۴ = ۰ ح  ال

۲۰n۱ + ۳۰n۲ + ۴۵n۳ = ۳۰۰

ح  داک  ث  ر n۳ پ  س ن  ی  س  ت. ق  ب  ول ق  اب  ل n۳ = ۱,۳,۵ ول  ی n۳ ∈ {۰,۱,۲, · · · ,۶} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ١ گ  ام از

ب  اش  د. {۰,۲,۴,۶} م  ی ت  وان  د

م  ی ک  ن  ی  م ان  ت  خ  اب n۳ = ۴

۲۰n۱ + ۳۰n۲ = ۱۲۰

ن  ی  س  ت. ق  ب  ول ق  اب  ل n۲ = ۱,۳,۶,۸,۹,۱۰ ول  ی n۲ ∈ {۰,۱,۲, · · · ,۱۰} ک  ه گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ٨ گ  ام از

ب  اش  د. {۰,۴,۲} م  ی ت  وان  د ح  داک  ث  ر n۲ پ  س

م  ی ک  ن  ی  م ان  ت  خ  اب n۲ = ۴

۲۰n۱ = ۰

پ  س ن  ی  س  ت ق  ب  ول ق  اب  ل n۱ = ۱,۲ · · · ,۱۵ ول  ی n۱ ∈ {۰,۱,۲, · · · ,۱۵} گ  رف  ت  ی  م ن  ت  ی  ج  ه ١۵ گ  ام از



م  س  أل  ه ۵٨

n۱ = ۰

n۱ = ۰, n۲ = ۴, n۳ = ۴, n۴ = ۰

ص  ف  ر: ض  اي  ع  ات ب  ا س  ف  ارش  ات ع  رض و م  ادر م  س  ت  ط  ي  ل ع  رض از اس  ت  ف  اده اس  اس ب  ر ب  رش (٢ م  س  أل  ه

ص  ف  ر ض  اي  ع  ات ب  ا س  ف  ارش  ات ع  رض و م  ادر م  س  ت  ط  ي  ل ع  رض از اس  ت  ف  اده اس  اس ب  ر ب  رش :٣ . ١ ج  دول

.۱,۵,۱۳,۱۸,۲۲ ال  گ  وھ اى م  ث  ال ع  ن  وان ب  ه ب  اش  د. ض  ای  ع  ات ب  دون ك  ه م  ى ك  ن  ی  م ان  ت  خ  اب را ال  گ  وھ ای  ى

س  ف  ارش  ات

س  ان  ت  ی م  ت  ری، ۴۵ × ۵۵ ق  ط  ع  ه ۴ دوم: س  ف  ارش س  ان  ت  ی م  ت  ری، ۵۰ × ۶۰ ق  ط  ع  ه ١٠ اول: س  ف  ارش

س  ان  ت  ی م  ت  ری. ۲۰ × ۳۰ ق  ط  ع  ه ۸ چ  ه  ارم: س  ف  ارش س  ان  ت  ی م  ت  ری، ۳۰ × ۴۵ ق  ط  ع  ه ٧ س  وم: س  ف  ارش

ب  ی  اب  ی  د. را س  ف  ارش ھ ر م  ن  اس  ب ق  ط  ع  ات ت  ع  داد



۵٩ ب  ع  دی س  ه و ب  ع  دی دو م  وج  ودی ب  رش م  س  ال  ه

٢٢،١٨، ١٣،۵،١ ال  گ  وھ ای ب  ا ص  ف  ر ض  اي  ع  ات ب  ا س  ف  ارش  ات ع  رض و م  ادر م  س  ت  ط  ي  ل ع  رض از اس  ت  ف  اده اس  اس ب  ر ب  رش :٣ . ٢ ج  دول

ال  گ  وھ ا ش  م  اره س  ف  ارش  ات ع  رض ض  اي  ع  اتع  رض دف  ع  ات ت  ع  داد

۵٠س ۴۵س ٣٠س ٢٠س

١ ۶ ٠ ٠ ٠ ٠ x۱

٢ ٣ ٢ ٢ ٠ ٠ x۲

٣ ٠ ۴ ٠ ۶ ٠ x۳

۴ ٠ ٠ ٨ ٣ ٠ x۴

۵ ٠ ٠ ٠ ١۵ ٠ x۵

م  ح  دودي  ت ھ ا

۶x۱ + ۳x۲ ⩾ ۱۰ اول: س  ف  ارش ق  ط  ع  ات ت  ع  داد

۲x۲ + ۴x۳ ⩾ ۴ دوم: س  ف  ارش ق  ط  ع  ات ت  ع  داد

۲x۲ + ۸x۴ ⩾ ۷ س  وم: س  ف  ارش ق  ط  ع  ات ت  ع  داد

۶x۳ + ۳x۴ + ۱۵x۵ ⩾ ۸ چ  ه  ارم: س  ف  ارش ق  ط  ع  ات ت  ع  داد

x۱, x۲, x۳x۴, x۵ ∈ N ∪ {۰}

م  ى ش  ود: ت  ول  ی  د ع  رض ھ ا در ض  ای  ع  ات س  ان  ت  ی م  ت  ر چ  ن  د

(۶x۱ + ۳x۲ − ۱۰) اس  ت: س  ان  ت  ی م  ت  ر ۵۰ × ۶۰ ب  راب  ر ض  ای  ع  ات از چ  ق  در

(۲x۲ + ۴x۳ − ۴) اس  ت: س  ان  ت  ی م  ت  ر ۴۵ × ۵۵ ب  راب  ر ض  ای  ع  ات از چ  ق  در

(۲x۲ + ۸x۴ − ۷) اس  ت: س  ان  ت  ی م  ت  ر ۳۰ × ۴۵ ب  راب  ر ض  ای  ع  ات از چ  ق  در

(۶x۳ + ۳x۴ + ۱۵x۵ − ۸) اس  ت: س  ان  ت  ی م  ت  ر ۲۰ × ۳۰ ب  راب  ر ض  ای  ع  ات از چ  ق  در



م  س  أل  ه ۶٠

ك  ل: ض  ای  ع  ات

T (x۱,x۲, x۳, x۴, x۵) = ۵۰(۶x۱ + ۳x۲ − ۱۰) + ۴۵(۲x۲ + ۴x۳ − ۴) + ۳۰(۲x۲ + ۸x۴ − ۷)

+ ۲۰(۶x۳ + ۳x۴ + ۱۵x۵ − ۸)

min T (x۱, x۲, x۳, x۴, x۵) = ۳۰۰x۱ + ۳۰۰x۲ + ۳۰۰x۳ + ۳۰۰x۴ + ۳۰۰x۵ − ۱۰۵۰

s.t

۶x۱ + ۳x۲ − ۱۰ ⩾ ۰

۲x۲ + ۴x۳ − ۴ ⩾ ۰

۲x۲ + ۸x۴ − ۷ ⩾ ۰

۶x۳ + ۳x۴ + ۱۵x۵ − ۸ ⩾ ۰

x۱, x۲, x۳x۴, x۵ ∈ N ∪ {۰}

[x , fval] = linprog(f , A , b , [] , [] , lb)

b =

[
−۱۰ −۴ −۷ −۸

]
, lb =

[
۰ ۰ ۰ ۰ ۰

]T
, A =



−۶ −۳ ۰ ۰ ۰

۰ −۲ −۴ ۰ ۰

۰ −۲ ۰ −۸ ۰

۰ ۰ −۶ −۲ −۱۵


,

f =

[
۳۰۰ ۳۰۰ ۳۰۰ ۳۰۰ ۳۰۰

]
,

Optimization terminated.



۶١ ب  ع  دی س  ه و ب  ع  دی دو م  وج  ودی ب  رش م  س  ال  ه

x۱ = ۰٫۶۶۶۷

x۲ = ۲٫۰۰۰۰

x۳ = ۰٫۰۰۰۰

x۴ = ۰٫۳۷۵۰

x۵ = ۰٫۴۸۳۳

Fval = ۱٫۰۵۷۵e+ ۰۳

: ص  ف  ر ض  ای  ع  ات ب  ا س  ف  ارش  ات ط  ول و م  ادر م  س  ت  ط  ی  ل ع  رض از اس  ت  ف  اده اس  اس ب  ر ب  رش (٣ م  س  أل  ه

داری  م س  ی  ال  ه م  ع  ادل  ه ح  ل ب  ا ق  ب  ل م  س  أل  ه م  ش  اب  ه

۳۰n۱ + ۴۵n۲ + ۵۵n۳ + ۶۰n۴ = ۳۰۰

ص  ف  ر ض  اي  ع  ات ب  ا س  ف  ارش  ات ط  ول و م  ادر م  س  ت  ط  ي  ل ط  ول از اس  ت  ف  اده اس  اس ب  ر ب  رش :٣ . ٣ ج  دول

.٩،٨، ٧،٢،١ ال  گ  وھ اى م  ث  لا ب  اش  د ض  ای  ع  ات ب  دون ك  ه م  ى ك  ن  ی  م ان  ت  خ  اب را ال  گ  وھ ای  ى



م  س  أل  ه ۶٢

١٠،٩، ٧،٢،١ ال  گ  وھ ای ب  ا ص  ف  ر ض  اي  ع  ات ب  ا س  ف  ارش  ات ط  ول و م  ادر م  س  ت  ط  ي  ل ط  ول از اس  ت  ف  اده اس  اس ب  ر ب  رش :۴ . ٣ ج  دول

ال  گ  و ش  م  اره س  ف  ارات ط  ول ض  ای  ع  ات دف  ع  ات ت  ع  داد

۶٠س ۵۵س ۴۵س ٣٠س

١ ۵ ٠ ٠ ٠ ٠ x۱

٢ ۴ ٠ ٠ ٢ ٠ x۲

٣ ٠ ٣ ١ ٣ ٠ x۳

۴ ٠ ٠ ۶ ١ ٠ x۴

۵ ٠ ٠ ٠ ١٠ ٠ x۵

س  ف  ارش  ات

ق  ط  ع  ه ٧ س  وم: س  ف  ارش س  ان  ت  ی م  ت  ری، ۴۵ × ۵۵ ق  ط  ع  ه ۴ دوم: س  ف  ارش س  ان  ت  ی م  ت  ری، ۵۰ × ۶۰ ق  ط  ع  ه ١٠ اول: س  ف  ارش

ب  ی  اب  ی  د. را س  ف  ارش ھ ر م  ن  اس  ب ق  ط  ع  ات ت  ع  داد س  ان  ت  ی م  ت  ری. ۲۰ × ۳۰ ق  ط  ع  ه ۸ چ  ه  ارم: س  ف  ارش س  ان  ت  ی م  ت  ری، ۳۰ × ۴۵

م  ح  دودی  ت ھ ا١

۵x۱ + ۴x۲ ⩾ ۱۰ اول: س  ف  ارش ق  ط  ع  ات ت  ع  داد

۳x۳ ⩾ ۴ دوم: س  ف  ارش ق  ط  ع  ات ت  ع  داد

x۳ + ۶x۴ ⩾ ۷ س  وم: س  ف  ارش ق  ط  ع  ات ت  ع  داد

۲x۲ + ۳x۳ + x۴ + ۱۰x۵ ⩾ ۸ چ  ه  ارم: س  ف  ارش ق  ط  ع  ات ت  ع  داد

x۱, x۲, x۳x۴, x۵ ∈ N ∪ {۰}

م  ى ش  ود: ت  ول  ی  د ض  ای  ع  ات چ  ق  در

(۵x۱ + ۴x۲ − ۱۰) اس  ت: س  ان  ت  ی م  ت  ر ۵۰ × ۶۰ ب  راب  ر ض  ای  ع  ات از چ  ق  در

١constrant



۶٣ ب  ع  دی س  ه و ب  ع  دی دو م  وج  ودی ب  رش م  س  ال  ه

(۳x۳ − ۴) اس  ت: س  ان  ت  ی م  ت  ر ۴۵ × ۵۵ ب  راب  ر ض  ای  ع  ات از چ  ق  در

(x۳ + ۶x۴ − ۷) اس  ت: س  ان  ت  ی م  ت  ر ۳۰ × ۴۵ ب  راب  ر ض  ای  ع  ات از چ  ق  در

(۲x۲ + ۳x۳ + x۴ + ۱۰x۵ − ۸) اس  ت: س  ان  ت  ی م  ت  ر ۲۰ × ۳۰ ب  راب  ر ض  ای  ع  ات از چ  ق  در

ض  ای  ع  ات: ک  ل

T (x۱,x۲, x۳, x۴, x۵) = ۶۰(۵x۱ + ۴x۲ − ۱۰) + ۵۵(۳x۳ − ۴) + ۴۵(x۳ + ۶x۴ − ۷)

+ ۳۰(۲x۲ + ۳x۳ + x۴ + ۱۰x۵ − ۸)

داری  م: را زی  ر ری  زی ب  رن  ام  ه م  س  أل  ه ب  ن  اب  رای  ن

min T (x۱, x۲, x۳, x۴, x۵) = ۳۰۰x۱ + ۳۰۰x۲ + ۳۰۰x۳ + ۳۰۰x۴ + ۳۰۰x۵ − ۱۰۵۰

s.t

۵x۱ + ۴x۲ ⩾ ۱۰

۳x۳ ⩾ ۴

x۳ + ۶x۴ ⩾ ۷

۲x۲ + ۳x۳ + x۴ + ۱۰x۵ ⩾ ۸

x۱, x۲, x۳x۴, x۵ ∈ N ∪ {۰}

[x , fval] = linprog(f , A , b , [] , [] , lb)



٢ و ١ م  س  أل  ه ھ ای ت  ع  م  ی  م ۶۴

b =

[
−۱۰ −۴ −۷ −۸

]
, lb =

[
۰ ۰ ۰ ۰ ۰

]T
, A =



−۵ −۴ ۰ ۰ ۰

۰ −۳ ۰ ۰ ۰

۰ −۱ −۶ ۰ ۰

۰ −۲ −۳ −۱ −۱۰


,

f =

[
۳۰۰ ۳۰۰ ۳۰۰ ۳۰۰ ۳۰۰

]
,

Optimization terminated.

x۱ = ۱٫۳۱۷۷

x۲ = ۰٫۸۵۲۸

x۳ = ۱٫۳۳۳۳

x۴ = ۰٫۹۴۴۴

x۵ = ۰٫۱۳۵۰

Fval = ۱٫۳۷۵e+ ۰۳

٢ و ١ م  س  أل  ه ھ ای ت  ع  م  ی  م ٣ . ٣

م  ی ک  ن  ی  م: اس  ت  ف  اده چ  ی  دن ب  رای س  ف  ارش  ات ع  رض ی  ا ط  ول و م  ادر م  س  ت  ط  ی  ل ع  رض از ک  ه زم  ان  ی ب  رای م  س  أل  ه ت  ع  م  ی  م

۲۰n۱k۱ + ۳۰n۲k۲ + ۴۵n۳k۳ + ۳۰n۴k۴ + ۵۵n۵k۵ + ۴۵n۶k۶ + ۶۰n۷k۷ + ۵۰n۸k۸ = ۳۰۰

k۱ + k۲ = ۱

k۳ + k۴ = ۱

k۵ + k۶ = ۱



۶۵ ب  ع  دی س  ه و ب  ع  دی دو م  وج  ودی ب  رش م  س  ال  ه

k۷ + k۸ = ۱

ki ∈ {۰,۱} i = ۱, · · · ,۸ ni ∈ {۰,۱,۲, · · · }

غ  ی  ر ن  رم اف  زار در ک  ران ش  اخ  ه ق  ب  ی  ل از روش ھ ای  ی ب  ا را آن م  ی ت  وان ک  ه اس  ت ص  ح  ی  ح ع  دد خ  ط  ی غ  ی  ر م  س  ال  ه ی  ک ب  الا م  س  ال  ه ک  ه

ک  رد. ح  ل دی  گ  ر روش ھ ای ی  ا ص  ح  ی  ح ع  دد خ  ط  ی

ب  ه زی  ر س  ی  ال  ه م  ع  ادل  ه ح  ل ک  ن  ی  م: اس  ت  ف  اده چ  ی  دن ب  رای س  ف  ارش  ات ط  ول و م  ادر ف  ل  زی ورق ط  ول از ب  خ  واھ ی  م ک  ه زم  ان  ی (۴ م  س  أل  ه

م  ی ب  اش  د. ام  ک  ان پ  ذی  ر ق  ب  ل روش ھ م  ان

۳۰m۱ + ۴۵m۲ + ۵۵m۳ + ۶۰m۴ = ۴۰۰

ب  ه  ی  ن  ه: ت  ق  ری  ب  ا ص  ورت ب  ه م  ادر م  س  ت  ط  ی  ل ط  ول از اس  ت  ف  اده اس  اس ب  ر ب  رش

ص  ف  ر ض  اي  ع  ات ب  ا س  ف  ارش  ات ط  ول و م  ادر م  س  ت  ط  ي  ل ط  ول از اس  ت  ف  اده اس  اس ب  ر ب  رش :۵ . ٣ ج  دول

ال  گ  وھ ا ش  م  اره ۶٠س ۵۵س ۴۵س ٣٠س ط  ول ض  ای  ع  ات

١ ۵ ١ ١ ٠ ٠

٢ ۴ ١ ١ ٢ ٠

٣ ٣ ۴ ٠ ٠ ٠

۴ ٣ ١ ١ ۴ ٠

۵ ٢ ۴ ٠ ٢ ٠

۶ ٢ ١ ۵ ٠ ٠

٧ ٢ ١ ١ ۶ ٠

٨ ١ ٠ ۶ ٨ ٠

٩ ٠ ۴ ٠ ۶ ٠

١٠ ٠ ١ ۵ ۴ ٠



٢ و ١ م  س  أل  ه ھ ای ت  ع  م  ی  م ۶۶

.١٠،٩، ٧،٢،١ ال  گ  وھ اى م  ث  لا ب  اش  د. ض  ای  ع  ات ب  دون ك  ه م  ى ك  ن  ی  م ان  ت  خ  اب را ال  گ  وھ ای  ى

١٠،٩، ٧،٢،١ ال  گ  وھ ای ب  ا ص  ف  ر ض  اي  ع  ات ب  ا س  ف  ارش  ات ط  ول و م  ادر م  س  ت  ط  ي  ل ط  ول از اس  ت  ف  اده اس  اس ب  ر ب  رش :۶ . ٣ ج  دول

ال  گ  و ش  م  اره س  ف  ارات ط  ول ض  ای  ع  ات دف  ع  ات ت  ع  داد

۶٠س ۵۵س ۴۵س ٣٠س

١ ۵ ١ ١ ٠ ٠ x۱

٢ ۴ ١ ١ ٢ ٠ x۲

٣ ٢ ١ ١ ۶ ٠ x۳

۴ ٠ ۴ ٠ ۶ ٠ x۴

۵ ٠ ١ ۵ ۴ ٠ x۵

س  ف  ارش  ات

ق  ط  ع  ه ٧ س  وم: س  ف  ارش س  ان  ت  ی م  ت  ری، ۴۵ × ۵۵ ق  ط  ع  ه ۴ دوم: س  ف  ارش س  ان  ت  ی م  ت  ری، ۵۰ × ۶۰ ق  ط  ع  ه ١٠ اول: س  ف  ارش

ب  ی  اب  ی  د. را س  ف  ارش ھ ر م  ن  اس  ب ق  ط  ع  ات ت  ع  داد س  ان  ت  ی م  ت  ری. ۲۰ × ۳۰ ق  ط  ع  ه ۸ چ  ه  ارم: س  ف  ارش س  ان  ت  ی م  ت  ری، ۳۰ × ۴۵

م  ح  دودی  ت ھ ا

۵x۱ + ۴x۲ + ۲x۳ ⩾ ۱۰ اول: س  ف  ارش ق  ط  ع  ات ت  ع  داد

x۱ + x۲ + x۳ + ۴x۴ + x۵ ⩾ ۴ دوم: س  ف  ارش ق  ط  ع  ات ت  ع  داد

x۱ + x۲ + x۳ + ۵x۵ ⩾ ۷ س  وم: س  ف  ارش ق  ط  ع  ات ت  ع  داد

۲x۲ + ۶x۳ + ۶x۴ + ۴x۵ ⩾ ۸ چ  ه  ارم: س  ف  ارش ق  ط  ع  ات ت  ع  داد

x۱, x۲, x۳x۴, x۵ ∈ N ∪ {۰}

م  ى ش  ود: ت  ول  ی  د ض  ای  ع  ات چ  ق  در

(۵x۱ + ۴x۲ + ۲x۳ − ۱۰) اس  ت: س  ان  ت  ی م  ت  ر ۵۰ × ۶۰ ب  راب  ر ض  ای  ع  ات از چ  ق  در



۶٧ ب  ع  دی س  ه و ب  ع  دی دو م  وج  ودی ب  رش م  س  ال  ه

(x۱ + x۲ + x۳ + ۴x۴ + x۵ − ۴) اس  ت: س  ان  ت  ی م  ت  ر ۴۵ × ۵۵ ب  راب  ر ض  ای  ع  ات از چ  ق  در

(x۱ + x۲ + x۳ + ۵x۵ − ۷) اس  ت: س  ان  ت  ی م  ت  ر ۳۰ × ۴۵ ب  راب  ر ض  ای  ع  ات از چ  ق  در

(۲x۲ + ۶x۳ + ۶x۴ + ۴x۵ − ۸) اس  ت: س  ان  ت  ی م  ت  ر ۲۰ × ۳۰ ب  راب  ر ض  ای  ع  ات از چ  ق  در

ض  ای  ع  ات: ک  ل

T (x۱,x۲, x۳, x۴, x۵) = ۶۰(۵x۱ + ۴x۲ + ۲x۳) + ۵۵(x۱ + x۲ + x۳ + ۴x۴ + x۵) + ۴۵(x۱ + x۲ + x۳ + ۵x۵)

+ ۳۰(۲x۲ + ۶x۳ + ۶x۴ + ۴x۵)

min T (x۱, x۲, x۳, x۴, x۵) = ۴۰۰x۱ + ۴۰۰x۲ + ۴۰۰x۳ + ۴۰۰x۴ + ۴۰۰x۵ − ۱۰۵۰

s.t

۵x۱ + ۴x۲ + ۲x۳ − ۱۰ ⩾ ۰

x۱ + x۲ + x۳ + ۴x۴ + x۵ − ۴ ⩾ ۰

x۱ + x۲ + x۳ + ۵x۵ − ۷ ⩾ ۰

۲x۲ + ۶x۳ + ۶x۴ + ۴x۵ − ۸ ⩾ ۰

x۱, x۲, x۳x۴, x۵ ∈ N ∪ {۰}

[x , fval] = linprog(f , A , b , [] , [] , lb)



۵ و ۴ م  س  أل  ه ھ ای ت  ع  م  ی  م ۶٨

b =

[
−۱۰ −۴ −۷ −۸

]
, lb =

[
۰ ۰ ۰ ۰ ۰

]
, A =



−۵ −۴ −۲ ۰ ۰

−۱ −۱ −۱ −۴ −۱

−۱ −۱ −۱ ۰ −۵

۰ −۲ −۶ −۶ −۴


,

f =

[
۴۰۰ ۴۰۰ ۴۰۰ ۴۰۰ ۴۰۰

]
,

Optimization terminated.

x۱ = ۱٫۰۸۶۶

x۲ = ۱٫۰۵۷۶

x۳ = ۰٫۱۶۸۳

x۴ = ۰٫۱۸۷۵

x۵ = ۰٫۹۳۷۵

Fval = ۱٫۳۷۵۰e+ ۰۳

ک  ن  ی  م: اس  ت  ف  اده ب  ه  ی  ن  ه ت  ق  ری  ب  ا ص  ورت ب  ه س  ف  ارش  ات ع  رض و م  ادر ف  ل  زی ورق ط  ول از ب  خ  واھ ی  م ف  ق  ط ک  ه وق  ت  ی (۵ م  س  أل  ه

۳۰m۱ + ۴۵m۲ + ۵۵m۳ + ۶۰m۴ = ۳۰۰

ک  ن  ی  م. ح  ل م  ی ت  وان  ی  م ٢ م  س  ال  ه م  ش  اب  ه روش ب  ه

۵ و ۴ م  س  أل  ه ھ ای ت  ع  م  ی  م ۴ . ٣

ک  ن  م: اس  ت  ف  اده چ  ی  دن ب  رای س  ف  ارش  ات ع  رض ی  ا ط  ول از ھ م و م  ادر م  س  ت  ط  ی  ل ط  ول از ف  ق  ط ک  ه وق  ت  ی م  س  أل  ه ت  ع  م  ی  م

۲۰m۱s۱ + ۳۰m۲s۲ + ۴۵m۳s۳ + ۳۰m۴s۴ + ۵۵m۵s۵ + ۴۵m۶s۶ + ۶۰m۷s۷ + ۵۰m۸s۸ = ۴۰۰



۶٩ ب  ع  دی س  ه و ب  ع  دی دو م  وج  ودی ب  رش م  س  ال  ه

s۱ + s۲ = ۱

s۳ + s۴ = ۱

s۵ + s۶ = ۱

s۷ + s۸ = ۱

si ∈ {۰,۱} i = ۰, · · · ,۸ mi ∈ {۰,۱,۲, · · · }

خ  ط  ی غ  ی  ر ن  رم اف  زار در ک  ران ش  اخ  ه ق  ب  ی  ل از روش ھ ای  ی ب  ا م  ی ت  وان ک  ه اس  ت ص  ح  ی  ح ع  دد خ  ط  ی غ  ی  ر م  س  ال  ه ی  ک ب  الا م  س  ال  ه

ن  م  ود. ح  ل را آن ص  ح  ی  ح اع  داد

ب  ع  دی س  ه م  وج  ودی ب  رش ۵ . ٣

ک  ه اس  ت ای  ن س  اده ص  ورت ب  ه م  س  أل  ه ح  ق  ی  ق  ت در م  ی  دھ ی  م. ق  رار ب  ررس  ی م  ورد را ب  ع  دی س  ه چ  ی  دن و ب  رش م  س  أل  ه ب  خ  ش ای  ن در

ط  وری را م  ت  ف  اوت اب  ع  اد ب  ا ک  وچ  ک م  س  ت  ط  ی  ل م  ک  ع  ب (box) ج  ع  ب  ه ھ ای م  ی خ  واھ ی  م و داری  م ش  ک  ل م  س  ت  ط  ی  ل م  ک  ع  ب ات  اق ی  ک

اب  ت  دا ک  ه م  ی ک  ن  ی  م س  ع  ی پ  ای  ان ن  ام  ه ای  ن در م  ن  ظ  ور ای  ن ب  رای گ  ی  رد. ق  رار ات  اق ای  ن در ج  ع  ب  ه ھ ا ب  ی  ش  ت  ری  ن ک  ه ب  چ  ی  ن  ی  م ات  اق ای  ن در

و ب  رش از ک  ار ای  ن ب  رای ب  چ  ی  ن  ی  م. ات  اق ک  ف و ب  ررس  ی ب  ه  ی  ن  ه ت  ق  ری  ب  ا ص  ورت ب  ه را ش  ک  ل م  س  ت  ط  ی  ل م  ک  ع  ب ج  ع  ب  ه ھ ای ق  اع  ده

ف  ص  ل ای  ن اص  ل ب  ن  اب  رای  ن م  ی چ  ی  ن  ی  م. را ج  ع  ب  ه ھ ا ط  ب  ق  ه ط  ب  ق  ه ص  ورت ب  ه س  پ  س و م  ی ک  ن  ی  م اس  ت  ف  اده ف  ص  ل اب  ت  دای ب  ع  دی دو چ  ی  دن

اس  ت. ب  ع  دی دو چ  ی  دن اس  اس ب  ر

ت  ع  ری  ف ۶ . ٣

ک  ه وق  ت  ی م  خ  ص  وص  ا ،[۴٠] اس  ت گ  رف  ت  ه ق  رار ب  ررس  ی م  ورد زی  ادی ح  د ت  ا ک  وچ  ک  ت  ر اش  ی  ا ت  ول  ی  د ب  رای ب  زرگ اش  ی  ا ب  رش م  س  ال  ه

ش  ون  د داده ب  رش ب  ای  د ک  ه ب  زرگ اش  ی  اء م  ی ک  ن  ی  م، ت  م  رک  ز ب  ع  دی س  ه م  س  أل  ه روی ب  ر ف  ص  ل ای  ن در م  ا ب  اش  ن  د. ب  ع  دی دو ی  ا ی  ک اش  ی  اء

ب  ا م  وازى ك  ه اس  ت ب  رش ن  وع ي  ک گ  ي  وت  ي  ن ب  رش م  ی ن  ام  ی  م. اق  لام ی  ا ج  ع  ب  ه ھ ا م  ی ش  ون  د) ت  ول  ی  د (ک  ه ک  وچ  ک اج  س  ام و م  خ  زن را



ت  ع  ری  ف ٧٠

ج  ع  ب  ه ھ ای ب  ا ک  ل م  س  ت  ط  ی  ل م  ک  ع  ب :٣ . ١ ش  ک  ل

گ  رف  ت  ه درن  ظ  ر اي  ن  ج  ا در ك  ه م  س  ائ  ل  ى رود.ب  راى م  ى م  خ  ال  ف ض  ل  ع ب  ه و ش  ده ش  روع ض  ل  ع ي  ک از و اس  ت م  خ  زن اض  لاع از ي  ك  ى

گ  ي  وت  ي  ن ن  وع از ب  اي  د ن  ي  ز ش  ون  د م  ى زده ك  وج  ك  ت  ر ھ اى ق  س  م  ت روى ب  ر ك  ه ب  ع  دى ھ اى ب  رش ھ م  ه ب  ل  ك  ه ب  رش اول  ي  ن ت  ن  ه  ا ن  ه ش  ده،

از ای م  ج  م  وع  ه آن از م  رح  ل  ه ھ ر ک  ه اس  ت ب  رش k ح  داک  ث  ر از دن  ب  ال  ه ی  ک k-ام) م  رح  ل  ه ب  رش (ی  ا k –staged ب  رش ب  اش  ن  د.

در ھ ا ب  رش ای  ن، ب  ر ع  لاوه ش  ود. م  ی ان  ج  ام ق  ب  ل م  رح  ل  ه در آم  ده دس  ت ب  ه اش  ی  اء روی ب  ر ک  ه اس  ت م  وازی گ  ی  وت  ی  ن ھ ای ب  رش

ف  رض م  س  أل  ه ک  ل  ی  ت دادن دس  ت از ب  دون ب  اش  د. م  ت  ع  ام  د ش  ود، م  ی ان  ج  ام ق  ب  ل م  رح  ل  ه در ک  ه ھ ای  ی ب  رش ب  ا ب  ای  د م  رح  ل  ه ھ ر

ن  ش  ان ب  رای م  ی ش  ود. ن  ام  ی  ده ب  رش ال  گ  وی م  خ  زن، ب  رش ب  رای م  م  ک  ن روش ھ ر ھ س  ت  ن  د. ن  ازک ن  ه  ای  ت ب  ی ب  رش ھ ا ای  ن م  ی ک  ن  ی  م

ی  ک ارت  ف  اع و ع  رض ط  ول، ک  ه م  ی ک  ن  ی  م ف  رض و گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در را xyz م  خ  ت  ص  ات ب  ا R۳ اق  ل  ی  دس  ی ف  ض  ای ال  گ  وھ ا ای  ن دادن

، ( B = (H,W,L) ) اس  ت (H,W,L) اب  ع  اد دارای B م  خ  زن گ  وی  ی  م ب  اش  ن  د. ب  ی  ان ق  اب  ل z و y ،x م  ح  ورھ ای در ش  ی

از: ع  ب  ارت  ن  د ف  ص  ل ای  ن در ت  وج  ه م  ورد م  س  ائ  ل ب  اش  د. H و W ،L ب  راب  ر ت  رت  ی  ب ب  ه آن ارت  ف  اع و ع  رض ط  ول، اگ  ر

knapsack ب  ع  دی س  ه م  س  أل  ه

م  ی ش  ود. داده (hi, wi, li) اب  ع  اد ب  ا ج  ع  ب  ه ن  وع n از T ل  ی  س  ت ی  ک و B = (H,W,L) م  خ  زن ی  ک م  ا ب  ه م  س  ال  ه ای  ن در

روی ب  ر م  ح  دودی  ت  ی ھ ی  چ ای  ن  ج  ا، در ک  ن  ی  م. ت  ول  ی  د را T ل  ی  س  ت ج  ع  ب  ه ھ ای ت  ع  داد ح  داک  ث  ر ک  ه ب  زن  ی  م ب  رش ط  وری را B م  ی خ  واھ ی  م

م  س  أل  ه، ای  ن در ن  دھ د). رخ اس  ت م  م  ک  ن ح  ال  ت ھ ا از (ب  ع  ض  ی ن  م  ی  ک  ن  ی  م اع  م  ال ش  ود، ت  ول  ی  د اس  ت ق  رار ک  ه ج  ع  ب  ه ھ ای  ی ت  ع  داد

خ  واھ ی  م آن ب  ه ب  ع  د ب  خ  ش در ک  ه ب  رش م  س  أل  ه در ھ م  چ  ن  ی  ن ن  دارد. وج  ود ج  ع  ب  ه ی  ک ب  رای ت  ق  اض  ای  ی ھ ی  چ ب  رش، م  س  أل  ه ب  رخ  لاف

م  ی ک  ن  ی  م. م  ش  خ  ص (hi, wi, li, di) ن  م  اد ب  ا را di ت  ق  اض  ای و (hi, wi, li) اب  ع  اد ب  ا ل  ی  س  ت ام i ج  ع  ب  ه پ  رداخ  ت،



٧١ ب  ع  دی س  ه و ب  ع  دی دو م  وج  ودی ب  رش م  س  ال  ه

(3CS) ب  ع  دی س  ه ب  رش م  س  أل  ه

چ  گ  ون  ه ک  ه ک  ن  ی  د ت  ع  ی  ی  ن اس  ت. ش  ده داده (d, h, w, l) ج  ع  ب  ه n از م  ج  م  وع  ه ای و B = (H,W,L) م  خ  زن م  س  أل  ه ای  ن در

ش  ود. ب  رآورده ج  ع  ب  ه n از ک  دام ھ ر ب  رای di ت  ق  اض  ای ب  ط  وری  ک  ه دھ ی  م ان  ج  ام را ب  رش ھ ا ت  ع  داد ک  م  ت  ری  ن

(3CSV) م  خ  ازن م  ت  غ  ی  ر ح  ج  م ب  ا ب  ع  دی س  ه ب  رش م  س  أل  ه

ب  رش  چ  گ  ون  ه ک  ن  ی  د ت  ع  ی  ی  ن اس  ت. ش  ده داده (d, h, w, l) ج  ع  ب  ه n از م  ج  م  وع  ه ای و B۱, ..., Bb م  خ  ازن م  س  أل  ه ای  ن در

اس  ت  ف  اده م  ورد م  خ  ازن ت  ع  داد ط  وری  ک  ه دھ ی  م، ان  ج  ام ج  ع  ب  ه n از ک  دام ھ ر ب  رای di ت  ق  اض  ای ش  دن ب  رآورده م  ن  ظ  ور ب  ه را م  خ  ازن

ن  ش  ون  د). اس  ت  ف  اده اس  ت م  م  ک  ن م  خ  ازن از (ب  ع  ض  ی ش  ود ح  داق  ل

k-staged 3DK م  س  أل  ه ب  رای ال  گ  وری  ت  م ٣ . ٧

ای  ن در .[۴٠] م  ی دھ ی  م ارائ  ه k-staged 3DK and 3DKr م  س  ائ  ل ب  رای پ  وی  ا ری  زی ب  رن  ام  ه ال  گ  وری  ت  م ی  ک ب  خ  ش ای  ن در

م  م  ک  ن ب  رش م  رح  ل  ه ی  ک م  ی ش  ود. گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در V −D−H −H م  ان  ن  د م  ت  ف  اوت ب  رش م  س  ی  ر ی  ک م  رح  ل  ه ھ ر ب  رای روش

در م  ی ش  ود. گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در ب  ع  دی ب  رش ب  لاف  اص  ل  ه ح  ال  ت ای  ن در ک  ه ن  ب  اش  د)، ب  رش ب  ه ن  ی  ازی ک  ه (زم  ان  ی ب  اش  د خ  ال  ی اس  ت

ج  واب م  ق  دار G(l∗, w∗, h∗, k,D) و G(l∗, w∗, h∗, k, V ) ،G(l∗, w∗, h∗, k,H) ب  ع  دی ب  ازگ  ش  ت  ی ف  رم  ول ھ ای

D و H ،V پ  ارام  ت  رھ ای ای  ن م  ی دھ د. ن  ش  ان (l∗, w∗, h∗) اب  ع  اد ب  ا م  خ  زن ی  ک ب  رای را گ  ی  وت  ی  ن ب  رش ام K م  رح  ل  ه ب  ه  ی  ن  ه

اس  ت. ب  رش م  رح  ل  ه اول  ی  ن ج  ه  ت ن  ش  ان دھ ن  ده

G(l∗, w∗, h∗, O, V orHorD) = g(l∗, w∗, h∗)

G(l∗, w∗, h∗, k, V ) = max


G(l∗, w∗, h∗, k − ۱, D)

max{G(l′, w∗, h∗, k − ۱, D) +G(p(l∗ − l′), w∗, h∗, k, V ) | l′ ∈ P̃ , l′ ⩽ l∗

۲



k-staged 3DK م  س  أل  ه ب  رای ال  گ  وری  ت  م ٧٢

G(l∗, w∗, h∗, k,H) = max


G(l∗, w∗, h∗, k − ۱, V )

max{G(l′, w∗, h∗, k − ۱, V ) +G(l∗, q(w∗ − w′), h∗, k,H) | w′ ∈ Q̃ , w′ ⩽ w∗

۲

G(l∗, w∗, h∗, k,D) = max


G(l∗, w∗, h∗, k − ۱,H)

max{G(l∗, w∗, h′, k − ۱,H) +G(l∗, w∗, r(h∗ − h′), k,D) | h′ ∈ R̃ , h′ ⩽ h∗

۲

ف  رم  ول ھ ای اس  ت ش  ده داده ت  وض  ی  ح زی  ر م  وارد در (k-staged 3DK ب  رای پ  وی  ا (ب  رن  ام  ه ن  وی  س  ی DPS3DK ال  گ  وری  ت  م

و Q̃ P̃ م  ج  م  وع  ه ھ ای اول  ی  ن اب  ت  دا ال  گ  وری  ت  م ای  ن اس  ت. ق  ب  ل  ی ال  گ  وری  ت  م ب  ه ش  ب  ی  ه ب  س  ی  ار ای  ن م  ی ش  ون  د. ح  ل چ  گ  ون  ه ب  الا ب  ازگ  ش  ت  ی

ن  گ  ه G(۰, i, j, I) در را ش  ود ب  ری  ده ک  وچ  ک اب  ع  اد روی ب  ر م  ی ت  وان  د ک  ه ج  ع  ب  ه ای ی  ک م  ق  دار ح  داک  ث  ر و م  ی ک  ن  د م  ح  اس  ب  ه را R̃

ای  ن از و ک  ن  د م  ی م  ح  اس  ب  ه را ج  ه  ت ی  ک در ت  ن  ه  ا ب  رش ب  رای ح  ل راه ب  ه  ت  ری  ن ،b م  رح  ل  ه ھ ر ب  رای ال  گ  وری  ت  م س  پ  س، م  ی دارد.

ال  گ  وری  ت  م ب  ی  ن اس  اس  ی ت  ف  اوت ای  ن م  ی ک  ن  د. اس  ت  ف  اده اط  لاع  ات غ  ی  ره و ب  ع  دی م  رح  ل  ه ب  رای ح  ل راه ب  ه  ت  ری  ن م  ح  اس  ب  ه ب  رای

اس  ت b م  رح  ل  ه ب  رای ح  ل راه ب  ه  ت  ری  ن ،b− ۱ م  رح  ل  ه ب  رای ح  ل راه ب  ه  ت  ری  ن م  وارد، ب  رخ  ی در اس  ت. DPS3DK و DP3DK

م  ی ش  ود. ذخ  ی  ره guil م  ت  غ  ی  ر در ص  ف  ر م  ق  دار ح  ال  ت، ای  ن در ن  ی  س  ت. لازم م  ورد ای  ن در دی  گ  ری ب  رش ھ ی  چ و



پ  ی  ش  ن  ه  ادات و ن  ت  ی  ج  ه گ  ی  ری

پ  ی  ش  ن  ه  ادات

م  س  أل  ه ح  ل ب  ه س  پ  س و ک  رده ت  ب  دی  ل س  ازی ب  ه  ی  ن  ه م  س  أل  ه ی  ک ب  ه را آن اب  ت  دا چ  ی  دن، و ب  رش م  س  ائ  ل ح  ل ب  رای ن  ام  ه پ  ای  ان ای  ن در

ش  ود. ان  ج  ام م  ی ت  وان  د ک  ه اس  ت پ  ژوھ ش ھ ای  ی ج  م  ل  ه از ن  ی  ز دی  گ  ر روش ھ ای س  ای  ر ب  ا ب  رش م  س  أل  ه ح  ل پ  رداخ  ت  ی  م. س  ازی ب  ه  ی  ن  ه

ب  ع  دی ک  ارھ ای

ب  اش  د. م  ت  ف  اوت اب  ع  اد در و زی  اد ت  ع  داد ب  ه م  ادر م  ف  ت  ول ط  وری  ک  ه ب  ه م  س  ائ  ل ای  ن ح  ل ب  رای م  ن  اس  ب روش  ی ارائ  ه (آ)

چ  رم  ی وس  ای  ل س  ای  ر ی  ا ک  ی  ف آن از م  ی خ  واھ ی  م ک  ه ح  ی  وان  ات پ  وس  ت چ  رم م  ان  ن  د ب  اش  د دل  خ  واھ ی ش  ک  ل ب  ه م  ادر ورق ال  گ  و (ب)

ب  ود. ش  ک  ل م  س  ت  ط  ی  ل م  ک  ع  ب م  ادر ورق ک  ه ق  ب  ل م  س  ال  ه ت  راز م  ش  ک  ل و اس  ت ج  دی  دی م  س  أل  ه ک  ه ک  ن  ی  م ت  ه  ی  ه را

ارائ  ه ب  ن  اب  رای  ن ل  ب  اس. ی  ا ک  لاه و ک  ف  ش روی  ه م  ان  ن  د ب  اش  د داش  ت  ه دل  خ  واھ ی غ  ی  رھ ن  دس  ی ش  ک  ل م  ا س  ف  ارش  ات اس  ت م  م  ک  ن (ج)

گ  ی  رد. ق  رار م  ط  ال  ع  ه م  ورد م  ی ت  وان  د م  ب  ح  ث ای  ن در م  ن  اس  ب ال  گ  وری  ت  م ی  ک
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k-staged 3DK م  س  أل  ه ب  رای ال  گ  وری  ت  م ٧۴

ن  ت  ی  ج  ه گ  ی  ری

ت  ول  ی  د ب  رای ٢CS م  س  أل  ه ب  رای ال  گ  وری  ت  م ای  ن .[۴٠] م  ی ب  اش  د - HFF٣ - م  ی ک  ن  ی  م ارائ  ه ای  ن  ج  ا در ک  ه ال  گ  وری  ت  م  ی اول  ی  ن

ال  گ  وری  ت  م اب  ت  دا ش  ود. م  ی اس  ت  ف  اده م  خ  ازن ب  ه س  ط  وح ای  ن ش  دن ب  س  ت  ه ب  رای ١CS م  س  أل  ه ب  رای ال  گ  وری  ت  م ی  ک و س  ط  وح

ک  ه ال  گ  وری  ت  م  ی دھ ی  م. م  ی ارائ  ه را HFF٣ ال  گ  وری  ت  م س  پ  س و دھ ی  م م  ی ش  رح را ٢CS و ١CS م  س  ائ  ل ب  ه م  رب  وط ھ ای

ن  ام (FFD) ک  اھ ش پ  ذی  ری اول ال  گ  وری  ت  م و ش  ده ش  ن  اخ  ت  ه First Fit (FF) ع  ن  وان ب  ا م  ی ک  ن  ی  م، اس  ت  ف  اده 1CS م  س  أل  ه ب  رای

م  ی ن  ام  ن  د HFF٢ را م  س  أل  ه ای  ن م  ی ک  ن  ی  م. ت  وص  ی  ف م  ی ک  ن  ی  م اس  ت  ف  اده 2CS ب  رای م  ا ک  ه را ال  گ  وری  ت  م  ی ف  ق  ط ای  ن  ج  ا در دارد.

ال  گ  وری  ت  م ع  ن  وان ب  ه را آن م  ا راح  ت  ی، ب  رای اس  ت. ش  ده ارائ  ه chang ت  وس  ط Hybrid First Fit ال  گ  وری  ت  م اس  اس ب  ر زی  را

ک  ل  ی  ت دادن دس  ت از ب  دون اس  ت. HFFw و HFF l ب  خ  ش دو ش  ام  ل HFF2 ال  گ  وری  ت  م م  ی ک  ن  ی  م. ت  وص  ی  ف ”ب  س  ت  ه ب  ن  دی”

ال  گ  وری  ت  م ،CS2 م  س  أل  ه از (L,W, I, w) ن  م  ون  ه ب  رای اس  ت. م  ح  دود ج  ع  ب  ه ھ ر ب  ه م  رب  وط ت  ق  اض  ای م  ی ک  ن  ی  م ف  رض م  س  أل  ه،

آی  ت  م ی  ک ص  ورت ب  ه را i ع  ن  ص  ر ھ ر س  پ  س، م  ی ک  ن  د. م  رت  ب (l۱ > l۲ > · · · > ln) ط  ول  ی ص  ورت ب  ه را ھ ا آی  ت  م HFFI

از ب  س  ت  ه ب  ن  دی آوردن دس  ت ب  ه ب  رای م  ی ک  ن  د. اع  م  ال را FF (W,w) ال  گ  وری  ت  م و م  ی گ  ی  رد ن  ظ  ر در wi ان  دازه از ب  ع  دی ی  ک

ان  دازه از ب  ع  دی ی  ک ص  ورت ب  ه si ن  وار ھ ر ن  ه  ای  ت، در م  ی ن  ام  ی  م. ن  وارھ ا را آن م  ا ک  ه ،sm, · · · , s۱ گ  ی  رن  ده ب  ه اق  لام ای  ن

اس  ت  ف  اده (2D) م  س  ت  ط  ی  ل  ی م  خ  ازن ب  ه ن  وارھ ا ای  ن ک  ردن ب  س  ت  ه ب  رای FFD(L, s) ال  گ  وری  ت  م و ،si = max{lj : j ∈ si}

ع  رض ج  ه  ت در ن  وار ت  ول  ی  د HFFw ح  ال  ی  ک  ه در م  ی ش  ود، ت  ول  ی  د ط  ول ج  ه  ت در HFF l ال  گ  وری  ت  م ن  وارھ ای م  ی ش  ود.

م  ی ک  ن  د. ارائ  ه ن  ت  ی  ج  ه ب  ه  ت  ری  ن ب  ا را ح  ل راه ی  ک و م  ی ک  ن  د اج  را را گ  زی  ن  ه دو ھ ر HFF ۲ ال  گ  وری  ت  م ھ م  چ  ن  ی  ن م  ی ب  اش  د. ال  گ  وری  ت  م

ت  رت  ی  ب (ب  ه HFF x ب  وس  ی  ل  ه م  ا م  ی ش  ود) داده اج  ازه م  ت  ع  ام  د چ  رخ  ش آن در ک  ه 3CS (ن  وع CSr م  س  ال  ه ب  ا م  ق  اب  ل  ه ب  رای

،HFFw و HFF l ال  گ  وری  ت  م ھ ای اع  م  ال از ق  ب  ل را م  س  ت  ط  ی  ل ھ ا ک  ه م  ی دھ د ن  ش  ان را HFF2 ال  گ  وری  ت  م ن  وع (HFF y

ک  ن  د. پ  ی  دا را ح  ل راه ب  ه  ت  ری  ن ت  ا م  ی دھ د ان  ج  ام را ک  ار ای  ن HFF۲r ال  گ  وری  ت  م م  ی چ  رخ  ان  د. wi ⩽ li آوردن دس  ت ب  ه ب  رای

ب  ر را اق  لام اب  ت  دا H٣CS ال  گ  وری  ت  م م  ی ش  ود. م  ح  س  وب H٣CS ال  گ  وری  ت  م از خ  اص  ی ح  ال  ت ی  ک واق  ع در HFF٣ ال  گ  وری  ت  م

و ک  ن  د م  ی ت  ول  ی  د ج  دی  د س  ط  ح ی  ک ٢CS، م  س  ئ  ل  ه ب  رای ال  گ  وری  ت  م ی  ک از اس  ت  ف  اده ب  ا س  پ  س، م  ی ک  ن  د. م  رت  ب آن ارت  ف  اع اس  اس

م  س  أل  ه ال  گ  وری  ت  م ب  ا آن  ه  ا ش  ون  د، م  ی ت  ول  ی  د س  ط  وح ت  م  ام ک  ه ھ ن  گ  ام  ی ک  ن  د. م  ی ت  ق  س  ی  م س  ط  ح ھ ر ب  ه را ب  الات  ر اق  لام ب  ن  دی ب  س  ت  ه



٧۵ ب  ع  دی س  ه و ب  ع  دی دو م  وج  ودی ب  رش م  س  ال  ه

ص  ح  ی  ح ع  دد ب  رن  ام  ه ری  زی از ب  ع  دی دو-س  ه ی  ک- ب  رش م  س  أل  ه ح  ل ب  رای پ  ای  ان ن  ام  ه ای  ن در ش  ون  د. م  ی ب  ن  دی ب  س  ت  ه ١CS

ت  م  ام ک  ه دادی  م پ  ی  ش  ن  ه  اد ال  گ  وری  ت  م  ی س  پ  س ب  ود. آن ج  واب ھ ای ت  م  ام ب  ا س  ی  ال  ه م  ع  ادل  ه م  س  أل  ه ح  ل واق  ع در ک  ه ش  د اس  ت  ف  اده

ک  ردی  م. اس  ت  ف  اده ص  ف  ر از ب  ی  ش  ت  ر ی  ا ص  ف  ر ض  ای  ع  ات ب  ا ال  گ  وی  ی از س  پ  س و م  ی داد ن  ت  ی  ج  ه م  ن  ظ  م ک  ام  لا ص  ورت ب  ه را ج  واب ھ ا

م  ی ی  اب  د. ک  اھ ش ض  ای  ع  ات ال  گ  وھ ا، اف  زای  ش ب  ا ک  ه ک  ه ک  ردی  م ث  اب  ت ھ م  چ  ن  ی  ن
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