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GENERAL CHARACTERISTIC OF WORK 

Relevance of a problem. Work is devoted to research of questions of stability of 

atmospheric circulation. In spite of the fact that by this time there is enough great 

number of the observational and theoretical works devoted to studying of 

atmospheric circulation, many problems remain without the answer. In atmosphere 

exclusively major variety of wave and vortex motions is observed, the mechanism 

of formation and which dynamics of development are not to the full clear. 

Therefore working out of mathematical model of vortex motions in atmosphere 

taking into account a baroclinicity is an actual problem of physics of atmosphere. 

Now for the description of dynamics of atmosphere representation about its 

basic states is used:  

– Atmosphere statics; 

– Geostrophic state of atmosphere; 

– State of Ekman of atmosphere.  

In the specified two last basic states it is neglected vertical velocity of air. In 

other words, these models of atmosphere are two-dimensional. Even the spiral of 

Ekman, in spite of the fact that it represents rotational displacement of a 

geostrophic wind with height, is not the description of a three-dimensional vortex. 

Therefore it is represented actual to develop the mathematical model of atmosphere 

featuring a three-dimensional vortex as its basic state. 

Thus, the work purpose is build-up of mathematical model of a three-

dimensional atmospheric vortex. 

For purpose achievement following problems have been put and solved: 

– To make the analytical review of the mathematical models featuring 

geostrophic and Ekman’s states of atmosphere; 

– To gain the equations, featuring three-dimensional vortex motion in 

atmosphere; 

– To find the solution of the gained equations; 

– To find atmosphere stability criterions. 
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Object of research is atmospheric air circulation.  

Research problem is the mathematical model of a three-dimensional 

atmospheric vortex.  

Scientific novelty of the dissertation: 

1. The mathematical model of a stationary three-dimensional atmospheric 

vortex taking into account dependence of density of air on overheat function 

is developed. 

2. Expression for critical number of Rayleigh characterising the vortex state of 

atmosphere is gained 

3. It is shown that while air particle in the low level on a spiral converges to 

center, air rises upwards, being in a labile state. After air particle reaches 

some level, air particle starts to disperse on a spiral. From the gained figure 

it is visible that the motion of an air particle accepts three-dimensional spiral 

structure. 

4. It is gained that if horizontal air motion is converging in the low stratums of 

atmosphere the vortex has a cyclonic vorticity in the low stratums of 

atmosphere, thus the center of a cyclonic vortex has low pressure. 

5. It is shown that the center of a cyclonic vortex is warm center. 

6. It is gained that if the motion field has a cyclonic vorticity in lower level 

from this it follows that a motion field the anticyclonic vorticity at top level 

will have. Lower level has low pressure at center, and top level – more a 

high pressure at center. 

The scientific and practical importance. The results gained in work, 

improve existing representations about the physicist and dynamics of air 

circulation in atmosphere and can be used in practice of forecasting of parameters 

of atmospheric circulation. 

The positions which are taken out for the proof: 

1. Criteria of occurrence of a three-dimensional atmospheric vortex 

2. The established laws of distribution of parameters of a three-dimensional 

atmospheric vortex. 
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The personal contribution of the author of dissertation 

The author personally conducts the analytical review of existing 

mathematical models of circulation of atmosphere. The author took active part in 

working out of mathematical model of a three-dimensional atmospheric vortex. 

The basic conclusions and positions of dissertational work are formulated 

personally by the author. 

Publications. On dissertation materials 1 scientific article is published. 

Structure and work volume. The dissertation consists of the introduction, 

two heads, the conclusion and the list of the references containing 60 names. The 

dissertation material contains 90 pages, including 24 drawings. 

 

THE BASIC CONTENT OF THE DISSERTATION 

In introduction the relevance of a developed theme is proved, the work 

purpose, solved problems, object and content of research, scientific novelty and the 

substantive provisions which are taken out on protection is formulated. 

In chapter 1 analytical review of existing mathematical methods of the 

analysis of stability of air circulation in atmosphere is carried out. The special 

attention is given the analysis of the equations of dynamics of atmosphere in 

various simplifications. Chapter is finished by the analysis of the literary review 

and allocation of the actual problems demanding the solution. 

In the second chapter the mathematical model of a three-dimensional 

atmospheric vortex is developed. In local system of co-ordinates ( )x, y,z  the 

atmosphere condition is described by system of the equations 
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Let's present atmosphere parameters in a view: 

  ( ) ( )p p z p x,y,z,t= + ,    ( ) ( )T T z x,y,z,t =  + ,   

0T T z =  −   ,  a =  −  . 

Let's write down expression for density ( )i e 1 = − . Then the system of the 

equations will write in a view: 
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Let's write down the equations in the dimensionless view. For horizontal and 

vertical directions as scales of length we will choose  L  and H , the characteristic 

value of velocity in a horizontal direction – U , characteristic time – L U , scale of 

vertical velocity  – HU L , scale for pressure – 2
eU , scale for temperature   – 

( )0zT T T H H =  − =   . 
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 At the same time, we establish dimensionless parameters: H L = ; 

Re UL=   (Reynolds number); 2 3Ri H N U=   (Richardson number); N  – Brunt 

– Vaisala frequency, 
2N g=   ; Pr =    (Prandtl Number); 0Ro 2L zU L=   

(Rossby number), 
0
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H
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. Then the dimensionless form for the equations 

will become 
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After transformations we receive system 
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where is 
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– horizontal divergence and vertical vortex, accordingly. We will consider an 

atmosphere steady state, for this equation we will write down in a view 
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The necessary differential equation in partial differential coefficients we will gain, 

excepting variables   , D ,   and p : 
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and Ra  – Rayleigh number, but Ta  – Taylor number. 

The solution of system of the equations featuring a three-dimensional 

atmospheric vortex, we will search in a view 

 

( ) ( ) ( )w X x Y y W z= , 

( ) cos X x kx= ,   ( ) cos Y y ky= ,   ( ) ( )0  sinW z W n z=   .   
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Thus, 
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In Fig. 1 the field of the velocities made on gained expressions for 

projections of velocities is given. From drawing it is visible that while the air 

particle in the bottom level on a spiral converges to center, air raises upwards, 

being in a labile state. After the air particle reaches some level, the air particle 

starts to disperse on a spiral. From Fig. 1 we see that the motion of an air particle 

accepts three-dimensional spiral structure. 

As a result, vortex motion is the basic state of atmosphere. 

Let's find critical Rayleigh number for value of a wave number 
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Fig 1. Spiral structure of vortex motion. 
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From here it is visible that for scales  
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 we receive known result 

from the theory of Rayleigh.  

Let's return to system of the equations (17) – (21). From the equation (21) 

let's find expression for a velocity divergence 
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From the equation (20) let's find expression for a temperature perturbations 
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From the equation (19) let's find expression for a pressure perturbations 

( ) ( )2 2 20
2 2 2

1 Ri
2 cos cos  cos

Re 2

W
p k n kx ky n z

n k n

 
 = +  −     −  +  

 

( )
( )0

2 2 2 2

Re cos sin 
sin cos sin

Ro 2 Ro 2 2H L

W n kx ky
kx ky n z

n k k k n

 
  −   − 

  + 
 

. 

From the equation (18) let's find expression for a vortex 
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Fig. 2 and Fig. 3 show fields of a vortex, temperatures and pressures at height 

0 5z .=  (characteristic for lower height) and 1 5z .=  (Characteristic for top level).  

 

    p  

Fig 2. Are figured fields of a vortex ( ), temperatures ( ) and pressures ( p ) at 

height ( 0 5z .= ), on a low level. 
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    p  

 

Fig 3. The same as in drawing 2, but at high level  ( 1 5z .= ). 

 

From Fig. 2 and 3, we see that if the motion field in lower level has cyclonic 

vortex, that movement field at top level has anticyclonic vortex. Lower level 

corresponds to low pressure in the center, and top level – higher to pressure in the 

center.  

 

Conclusion 

 Let's formulate the basic results and conclusions of dissertational work: 

1. The mathematical model of a stationary three-dimensional atmospheric 

vortex taking into account dependence of density of air on overheat function 

is developed.   

2. Expression for critical number of Rayleigh characterising the vortex state of 

atmosphere is gained. 

3. It is shown that while the air particle in the bottom level on a spiral 

converges to center, air rises upwards, being in a labile state. After the air 

particle reaches some level, the air particle starts to disperse on a spiral. 

From the gained Fig. it is visible that the motion of an air particle accepts 

three-dimensional spiral structure. 
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4. It is established that if horizontal air motion is converging in the bottom 

layers of atmosphere the vortex has cyclonic character in the bottom layers 

of atmosphere, thus the center of a cyclonic vortex has low pressure. 

5. It is shown that the center of a cyclonic whirlwind is the warm center. 

6. It is established that if the motion field in lower level has a cyclonic vortex, 

that movement field at top level has an anticyclonic vortex. Lower level 

corresponds to low pressure in the center, and top level – higher to pressure 

in the center. 

 

Recommendations and prospects of the further working out of a theme 

of research. Results of work can be used in practice of forecasting of a condition 

of large-scale atmospheric circulation. 

 

The list of works, 

Published by the author on a dissertation theme 

 

1. Alaa Al-Saedi Hussain, Semenova Yu.A., Postelnaya A.Ye. Three-

dimensional vortex structure of a wind as the basic state of atmosphere         

// Conference materials NCFU, Stavropol, 2016. 

 



Министерство образования и науки Российской Федерации  

Федеральное государственное автономное образовательное учреждение  

высшего образования  

«СЕВЕРО-КАВКАЗСКИЙ ФЕДЕРАЛЬНЫЙ УНИВЕРСИТЕТ»  

 

Институт математики и естественных наук  

Кафедра общей и теоретической физики 

 

Утверждена распоряжением по институту  

от 04.09.2015 г.  № 76 - С 

  

 

Допущена к защите 

«20 » июня  2016 г. 

зав. кафедрой общей и 

теоретической физики, 

д. ф.-м. н., профессор 

Диканский Ю.И. 

_________________ 

 

 

 

ВЫПУСКНАЯ КВАЛИФИКАЦИОННАЯ РАБОТА  

 

ТРЕХМЕРНАЯ ВИХРЕВАЯ СТРУКТУРА ВЕТРА КАК ОСНОВНОЕ 

СОСТОЯНИЕ АТМОСФЕРЫ 

 

 

Рецензенты:  

Хучунаев Бузигит Муссаевич 

д. ф.-м. н., 

заведующий лабораторией 

микрофизики облаков 

Высокогорного геофизического 

института 

 

Выполнил:  

Аль-Саеди Алаа Хуссейн 

студент 2 курса, 

группы Физ-м-о-14-2 

направления 03.04.02 «Физика»  

очной формы обучения  

_____________________________ 

 

Нормоконтролер:  

Волкова В.И. 

к. ф.-м. н., доцент 

 ____________________________  

 

Руководитель:  

Закинян Р.Г. 

д. ф.-м. н., доцент, профессор 

кафедры 

______________________________ 

 

Дата защиты  

«23 » июня  2016 г.  

 

 

Оценка _____________________ 

 

 

Ставрополь, 2016 г.  

 



 2 

СОДЕРЖАНИЕ 

ВВЕДЕНИЕ  3 

  

ГЛАВА 1. АНАЛИТИЧЕСКИЙ ОБЗОР МАТЕМАТИЧЕСКИХ 

МОДЕЛЕЙ ОСНОВНЫХ СОСТОЯНИЙ АТМОСФЕРЫ 8 

1.1. Уравнения статики атмосферы  
10 

1.2. Геострофическое состояния атмосферы  10 

1.3. Экмановское состояние атмосферы 26 

  

ГЛАВА 2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ТРЕХМЕРНОГО 

АТМОСФЕРНОГО ВИХРЯ 45 

2.1. Система уравнений, описывающая трехмерный атмосферный 

вихрь 
45 

   2.2. Решения системы уравнений, описывающей трехмерный 

атмосферный вихрь 
51 

    2.3. Критерии устойчивости атмосферы 56 

  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ                                                                                         63 

  

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ  64 

 



3 
 

3 
 

ВВЕДЕНИЕ 

Движение воздушных масс в атмосфере носит сложный, меняющийся с 

течением времени характер [1, 5, 52, 54, 58, 58, 110]. Но, несмотря на 

сложный характер движения, основные особенности этих движений из года в 

год повторяются, то есть носят сезонный характер [5, 44, 52, 53, 102]. В этом 

и заключается сложность процедуры прогноза состояния атмосферы. Для 

анализа движения воздушных масс в атмосфере Земли их классифицируют 

по масштабу, охватываемому тем или иным движением. В частности, 

рассматривают общую циркуляцию атмосферы, под которой понимают 

совокупность воздушных течений такой горизонтальной протяженности, 

которая сравнима с размерами материков и океанов [78, 88]. К общей 

циркуляции атмосферы относят следующие системы воздушных потоков:  

западный перенос в умеренных широтах обоих полушарий, пассатные ветры 

субтропиков, муссоны, струйные течения, системы движения в планетарных 

волнах, циклонах или антициклонах [10, 37, 44, 71, 72, 76, 77, 78, 84, 104, 

105]. Но, несмотря на указанную определенную структуру глобальной 

атмосферной циркуляции, в чистом виде она не реализуется, а проявляется в 

виде сложной внешне хаотической системы воздушных потоков. Поэтому 

разработка теорий, позволяющих понять общую закономерность развития 

крупномасштабной циркуляции, остается актуальной задачей физики 

атмосферы.  

 Именно этим объясняется тот факт, что наряду с традиционными для 

метеорологии статистическими методами анализа общей циркуляции 

атмосферы широкое развитие получили методы математического 

моделирования общей циркуляции атмосферы, также как процессов и 

явлений меньшего масштаба [96, 98, 107]. Такой подход к анализу 

крупномасштабной циркуляции позволяет понять физику этих процессов, 

механизм их формирования и динамику развития. Основу этих методов 

составляют уравнения движения воздуха, уравнение неразрывности, а также 
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уравнения переноса лучистой энергии, тепла и влаги в атмосфере [19, 25, 35, 

37, 38, 70, 127]. При анализе атмосферных явлений обращаются к некоторым 

модельным представлениям, являющимся идеализацией реальных процессов. 

Для этого при анализе уравнений динамики атмосферы, ввиду их 

математической сложности, делаются допущения, которые позволяют 

отразить основные особенности исследуемого явления, упростить задачу и 

решить ее аналитически или численно [25, 62, 70, 122]. Однако, принимая те 

или иные допущения, необходимо помнить о границах их применимости, 

круг задач, к которым эти допущения применимы. Одним из таких 

модельных представлений о динамике атмосферы является вихревой 

характер крупномасштабной атмосферной циркуляции. 

Актуальность проблемы. Работа посвящена исследованию вопросов 

устойчивости атмосферной циркуляции. Несмотря на то, что к настоящему 

времени имеется достаточно большое число экспериментальных и 

теоретических работ, посвященных изучению атмосферной циркуляции, 

многие проблемы остаются открытыми. В атмосфере наблюдается 

исключительно большое разнообразие волновых и вихревых движений, 

механизм формирования и динамика развития которых не в полной мере 

ясны. Поэтому разработка математической модели вихревых движений в 

атмосфере с учетом бароклинности являются актуальными проблемами 

физики атмосферы. 

В настоящее время для описания динамики атмосферы используется 

представление об основных её состояниях:  

- статика атмосферы; 

- геострофическое состояние атмосферы; 

- экмановское состояние атмосферы. 
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В указанных двух последних основных состояниях пренебрегается 

вертикальная скорость воздуха. Другими словами, эти модели атмосферы 

являются двумерными. Даже спираль Экмана, несмотря на то, что она 

представляет собой поворот геострофического ветра с высотой, не является 

описанием трехмерного вихря. Поэтому представляется актуальным 

разработать математическую модель атмосферы, описывающую трехмерный 

вихрь в качестве основного её состояния. 

Таким образом, целью работы является построение математической 

модели трехмерного атмосферного вихря. 

Для достижения цели были поставлены и решены следующие задачи: 

- провести аналитический обзор математических моделей, 

описывающих геострофическое и экмановское состояния атмосферы; 

- получить систему уравнений, описывающих трехмерное вихревое 

движение в атмосфере; 

- найти решение полученной системы уравнений; 

- определить критерии устойчивости атмосферы. 

Объектом исследования является атмосферная циркуляция воздуха.  

Предметом исследования является математическая модель 

трехмерного атмосферного вихря.  

Научная новизна диссертации: 

1. Разработана математическая модель стационарного трехмерного 

атмосферного вихря с учетом зависимости плотности воздуха от 

функции перегрева.   

2. Получено выражение для критического числа Рэлея, характеризующего 

вихревое состояние атмосферы. 

3. Показано, что в то время как воздушная частица в нижнем уровне по 
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спирали сходится к центру, воздух поднимается вверх, находясь в 

неустойчивом состоянии. После того, как воздушная частица достигает 

некоторого уровня, воздушная частица начинает по спирали 

расходиться. Из построенного графика видно, что движение воздушной 

частицы принимает трехмерную спиральную структуру. 

4.  Установлено, что, если горизонтальное воздушное движение является 

сходящимся в нижних слоях атмосферы, то вихрь имеет 

циклоническую завихренность в нижних слоях атмосферы, при этом 

центр циклонического вихря имеет низкое давление. 

5.  Показано, что центр циклонического вихря является нагретым 

центром. 

6. Установлено, что если поле движения в более низком уровне имеет 

циклоническую завихренность, то поле движения на верхнем уровне 

имеет антициклоническая завихренность. Более низкий уровень 

соответствует низкому давлению в центре, а верхний уровень – более 

высокий давлению в центре. 

Научная и практическая значимость. Результаты, полученные в 

работе, уточняют существующие представления о физике и динамике 

циркуляции воздуха в атмосфере и могут быть использованы в практике 

прогнозирования параметров атмосферной циркуляции.  

Положения, выносимые на защиту: 

1. Критерии возникновения трехмерного атмосферного вихря. 

2. Установленные закономерности распределения параметров 

трехмерного атмосферного вихря. 

Публикации. По материалам диссертации опубликована 1 научная 

статья. 

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, двух 

глав, заключения и списка цитируемой литературы, содержащего 60 
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наименований. Материал диссертации содержит 90 страниц, включая 24 

рисунка. 

Во введении обоснована актуальность разрабатываемой темы, 

сформулирована цель работы, решаемые задачи, объект и предмет 

исследования, научная новизна и основные положения, выносимые на 

защиту. 

В первой главе проведен аналитический обзор существующих 

математических методов анализа устойчивости циркуляции воздуха в 

атмосфере. Особое внимание уделено анализу уравнений динамики 

атмосферы в различных приближениях. Глава закончена анализом 

литературного обзора и выделением актуальных проблем, требующих 

решения. 

Во второй главе разработана математическая модель трехмерного 

атмосферного вихря. Получено его решение и проведен анализ полученного 

решения. 

В заключении сформулированы основные результаты и выводы 

диссертационной работы. 

Личный вклад соискателя 

Автором лично проведен аналитический обзор существующих 

математических моделей циркуляции атмосферы. Автор принимал активное 

участие в разработке математической модели трехмерного атмосферного 

вихря.  

Основные выводы и положения диссертационной работы 

сформулированы лично автором. 
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ГЛАВА 1. АНАЛИТИЧЕСКИЙ ОБЗОР МАТЕМАТИЧЕСКИХ 

МОДЕЛЕЙ ОСНОВНЫХ СОСТОЯНИЙ АТМОСФЕРЫ 

 

1.1. Уравнения статики атмосферы 

Запишем уравнение динамики атмосферы в векторном виде (рис. 1.2.4): 

( )   2 2
0 0 0

i

1
2p

t
 




+  = −  + + + 



v
v v g vω R v ,              (1.1.1) 

где 0g  – ускорение силы тяготения; p  – градиент давления;  02 vω  – 

кориолисово ускорение; R
2
0  – центробежное ускорение, 2

тр = f v – 

удельная сила вязкого трения.  

 В состоянии статики атмосферы, когда 0=v , уравнение запишется в 

виде 

2
0 0

e

1
0 p 


= −  +g R .                                   (1.1.2) 

Удобнее ввести вектор ускорения силы тяжести (ускорение свободного 

падения), равный векторной сумме ускорения силы тяготения 0g  и 

центробежного ускорения: 

2
0 0= +g g R .                                             (1.1.3) 

Таким образом, геоидальная поверхность Земли перпендикулярна ускорению 

силы тяжести g .  

Тогда уравнение статики атмосферы запишется в виде 

e

1
0 p


= − g .                                           (1.1.4) 

Возьмем проекции уравнения статики атмосферы на оси координат (рис. 

1.1.1): 

0
p

x


=


,  0

p

y


=


, e

p
g

z



= −


.                         (1.1.5) 
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Рисунок 1.1.1. Изобарические поверхности в состоянии статики атмосферы 

 

Отсюда следует, что в состоянии статики изобарические поверхности 

перпендикулярны вектору ускорения свободного падения, то есть 

параллельны геоидальной поверхности Земли.  

Далее будем считать, что 

( )e e e e
e e 0

T T
T

x x x

 


  
= + =

  
, e e

e e

1 1T

T x x





 
= −

 
; 

 
( )e e e e

e e 0
T T

T
y y y

 


  
= + =

  
,     e e

e e

1 1T

T y y





 
− =

 
.(1.1.6) 
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1.2. Описание геострофического состояния атмосферыс учетом             

геоидальной формы Земли 

 

При установившемся движении 0dd =tv  изобарические поверхности, 

имеющие геоидальную форму, возмущаются, поэтому давление можно 

представить в виде 

sp p p= + .                                                (1.1.7) 

Поэтому уравнение установившегося движения в отсутствии трения 0тр =f  

запишется в следующем виде: 

( )   2
0 s 0 0

i

1
0 2p p 


= −  + + + =g vω R  

 s 0
i i

1 1
2p p

 
= −  −  +g vω .                           (1.1.8) 

С учетом уравнения статики атмосферы запишем 

 e
s 0

i e

1
0 2p



 
= − −  +g g vω , 

 e
s 0

i e

1
0 1 2p



 

 
= − −  + 
 

g vω .                        (1.1.9) 

Из уравнения состояния сухого воздуха при условии i ep p=  

i d i e d eR T R T = , 

e i

i e

T

T




= .(1.1.10) 

Поэтому 

 i
s 0

e e

1
0 1 2

T
p

T 

 
= − −  + 
 

g vω .                     (1.1.11) 

Введем функцию перегрева 

i eT T T = − .                                        (1.1.12) 

Тогда запишем 
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 s 0
e e

1
0 2

T
p

T 


= − −  +g vω .                         (1.1.13) 

Для условий атмосферы удовлетворительным является приближение 

e e 0

1 1 1

T T T
  = . 

Тогда 

 s 0
e

1
0 2T p


= −  −  +g vω .                          (1.1.14) 

Отсюда вектор скорости геострофического ветра равен 

 0 s
e

1 1

2 2
T p


=  + vω g , 

 0 s
0 e

1 1
,

2
T p

 

 
=  +  

 
v k g , 

 0 s
0 e

1 1
, , ,

2
T p

 

  
  =  +    

  
v k k g k , 

 0 s
0 e

1
, , ,

2
p

 

 
  =   

 
v k k k , 

 0 s
0 e

1
, , ,

2
p

 

 
 − =   

 
k v k k , 

 0 s
0 e

1
, , ,

2
p

 

 
  =   

 
k k v k , 

  ( ) ( )0 0 0 s
0 e

1
, , , , ,

2
p

 

 
  = − =   

 
k k v k k v v k k k , 

( )g s
0 e 0

1
,

2 ,
p

 

 
− =  

 
v k

k k
, 

( )
 g s

0 e 0

1
,

2 ,
p

 
= v k

k k
,                         (1.1.15) 

где k  – единичный вектор, направленный вертикально вверх по 
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направлению оси z , перпендикулярной геоидальной поверхности Земли; 0k  

– единичный вектор, направленный по направлению угловой скорости 

вращения Земли. Отсюда видно, что геострофический ветер 

перпендикулярен градиенту давления, а значит, направлен вдоль 

изобарической поверхности (рис. 1.1.2).    

 

 

Рисунок 1.1.2. Направление геострофического ветра 
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Проекции угловой скорости вращения Земли определяются 

выражениями (1.1.2). Запишем проекции  уравнения движения в 

стационарном состоянии в системе координат, в которой горизонтальная 

плоскость является касательной к геоиду: 

s
0 0

e

1
0 2 sin 2 cos

p
w

x
   




= − + −


v , 

s
0

e

1
0 2 sin

p
u

y
 




= − −


,                                      (1.1.16) 

s
0

e

1
0  2 cos

p
Tg uω

z
 




= − +  +


. 

Вертикальную скоростьв геострофическоймодели атмосферы 

принимают равной нулю: 0w = . Аналогично, допустим пока, что s 0
p

z


=


. 

Тогда из системы (1.1.16) получаем горизонтальные проекции скорости 

геострофического ветра и уравнение статики атмосферы: 

s
g

0 e

1

2 sin

p
u

y  


= −


, 

s
g

0 e

1

2 sin

p

x  


=


v ,    (1.1.17) 

g
0

 
2 cos

g
u T

ω




= −  . 

Первые две формулы можно было получить непосредственно из выражения 

(1.1.15).   

Рассматривая частный случай, при s 0p y−   , s 0p x  =  вдоль оси y

возмущение давления при установившемся движении будет падать в направлении 

от экватора к полюсу (в глобальном масштабе это наблюдается в атмосфере), 

геострофический ветер будет направлен с запада на восток, т.е. будет наблюдаться 

западный поток. Следовательно, направление геострофического ветра 

обосновывает преобладание западного переноса в атмосфере. Из (1.1.17) следует, 
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что для возникновения зонального западного переноса холодного воздуха 

( )0T   градиент возмущения давления вдоль меридиана должен быть равен: 

s
e

кр

tg  
p

g T
y

  
 
− = −   
 

.                         (1.1.18) 

 

Если же s 0
p

z





, а 0T = , то из (1.1.16) получим выражение для 

широтной проекции геострофического ветра 

s

0 e

1

2 cos
g

p
u

ω z 


=


.                                    (1.1.19) 

Сравнивая это выражение с (1.1.17), получим 

s s

0 e 0 e

1 1

2 cos 2 sin

p p

ω z y    

 
= −

 
, 

s stg
p p

z y

 

= −
 

, 

s

s

tg
p y

p z


 
= −

 
, 

s

d
tg

d

z

y


 
= − 

 
.                             (1.1.20) 

Но с другой стороны, 

s

d
tg

d
p

z

y


 
= 

 
,                                      (1.1.21) 

где p  – угол наклона касательной к изобарической поверхности с 

меридианом; s 180 p = −  – угол наклона возмущенной изобарической 

поверхности sp к меридиану. Сравнивая, получаем 

( )tg tg tg 180p  = − = − ,  180p = − ,  s = .       (1.1.22) 

Отсюда следует, что при рассматриваемом установившемся состоянии 
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касательная к возмущенной изобарической поверхности на полюсе 

перпендикулярна меридиану, и параллельна ему на экваторе (рис. 1.1.2).  

Полученные формулы для проекций геострофического ветра 

отличаются от известных выражений тем, что величина sp  есть отклонение 

от геопотенциальной поверхности, то есть ее возмущение.  

Дивергенция, лапласиан и вихрь геострофического ветра. 

Применяя уравнение неразрывности к геострофическому ветру, получим 

g g s s

0 e e

1 1 1

2 sin sin

u p p

x y y x x y    

         
+ = − =    

          

v
 

2 2
s s s s

0 e e e e

1 1 1 1 1

2 sin sin sin sin

p p p p

y x x y x y y x        

         
= + − − =    

            

 

s s

0 e e

1 1 1

2 sin sin

p p

x y y x    

       
= − =    

        
 

s s s s

0 e e e

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 sin sin sin sine

p p p p

x y x y y x y x        

              
= + − − =       

               

 

s s s s

0 e e e

1 1 1 1 1 1 1

2 sin sin sin

p p p p

x y y x x y y x      

                  
= − + − =          

                 
 

s e s e s s
2 2

0 e e

1 1 cos

2 sin sin

p p p p

x y y x x y y x

    

    

           
= − − − − =    

            

 

s e s e s s

0 e e

1 1
ctg

2 sin

p p p p

x y y x x y y x

   


   

          
= − − + − =    

           
 

s e s e

0 e e e

1 1 1
ctg ctg 0

2 sin

p p

x y y y x x

  
 

    

         
= − + − + =    

          
. (1.1.23) 

Так как 
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0
x


=


,                                              (1.1.24) 

то получим 

s e s e

e e

1 1
ctg 0

p p

x y y y x

 


 

    
+ − = 

     
.               (1.1.25) 

Отсюда следует, что для геострофического режима атмосферы, необходимо 

выполнение следующего условия: 

e

s e

es

e

1

1
ctg

p x x

p y

y y





 






  
=

  
+

 

, 

e

s

es

ln

ln lnsin

p x x

p y

y y



 


  =

  
+

 

, 

( )

e

s

es

ln

ln sin

p x x

p y

y



 


  =

 



, 

( )

e

eg

ln
d

ln sind

y x

x

y



 



  =   



.                             (1.1.26) 

Следовательно, тангенс угла наклона касательной к изобаре по 

отношению к параллели  определяется горизонтальными градиентами 

плотности воздуха по параллели и меридиану (рис. 1.1.3). Или, выразив 

плотность воздуха через температуру из уравнения состояния, получим 

g

d ln

sind
ln

y T x

x
y

T



  
= − 

     
 

,                          (1.1.27) 

т.е. тангенс угла наклона к параллели касательной к изобарам (а значит и 

геострофической скорости) определяется горизонтальными градиентами 
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температуры вдоль параллели и меридиана. На экваторе изобары 

параллельны параллелям.  

 

Рисунок 1.1.3. Возмущенная в изобарическая поверхность в геострофической 

модели атмосферы 

 Или найдем дивергенция геострофического ветра в векторном виде: 

( )
 g s

0 e 0

1 1
div div ,

2 ,
p

 

 
=  =  

 
v k

k k
 

( )
 

( )
 s s

0 e 0 e 0

1 1 1
div , , ,

2 , ,
p p

  

  
=  +      

  

k k
k k k k

, 

  ( ) ( )s s sdiv , ,rot ,rot 0p p p =  −  =k k k , 
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rot 0=k , srot 0p = , 

( )
 g s

0 e 0

1 1
div , ,

2 ,
p

 

 
=    

 
v k

k k
, 

( ) ( ) ( )e 0 0 e e 0

1 1 1 1 1

, , ,  
 =  + 

k k k k k k
, 

( ) 2 2
0

1 1 cos cos

, sin sin sin y

  


  


 = = −  = −


j

k k
, 

( ) 2
e 0 e e

1 1 1 1 cos

, sin sin y

 

    


 =  −


j

k k
, 

 g s2
0 e e

1 1 1 1 cos
div , ,

2 sin sin
p

y

 

    

 
=  −  =   

v j k  

   ( )s s2
0 e 0 e

1 1 cos
, , , ,

2 sin 2 sin
p p

y

 

     

  
=   −  

 
k j k , 

  s s
s,

p p
p

y x

 
 = − +

 
k i j, 

 ( ) s
s, ,

p
p

x


 =


j k , 

  s s
s

e

1 1 1
, ,

p p
p

x y y x  

       
  = − +     

       
k , 

s s s
g 2

0 0 e

1 1 1 cos
div 

2 sin 2 sin

p p p

y x x y y x

 

      

        
= − −    

         
v , 

s s s
g

0 e e e

1 1 1 ctg 
div 

2 sin

p p p

y x x y y x

 

    

          
= − −                 

v .(2.1.28) 

Отсюда найдем условие равенства нулю дивергенции геострофического 

ветра: 

s s s

e e e

1 1 ctg 
0

p p p

y x x y y x

 

  

        
− − =              

, 
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s s s

e e e

1 1 ctg p p p

y x x y y x

 

  

       
− =   

        
, 

s

e e s e

1 1 ctg p y

y x p x y

 

  

       
− =   

       
, 

e es

s

e

1 ctg 

1

y yp y

p x

x

 

 



  
− 

    =
   

 
  

, 

e
2

e e

eg
2

eee e

11

d

1 ctg d 1 ctg 

xxy

x

y yy y



 

   
 

  
− 

   = = =       − −−     

 

e e

e

e e

e

1 ln

ln1 lnsin
ctg 

x x

y y y y

 


  




 
 = =

  
+ +

   

, 

e

eg

ln
d

ln sind

y x

x

y



 



  =   


.                                     (1.1.29) 

Кроме того, как было выше указано, в геострофической модели 

предполагается, что сила вязкого трения обращается в нуль. Но так как при 

этом вязкость не может обращаться в нуль, потому что в противном случае 

наблюдалось бы проскальзывание атмосферы у поверхности земли, то 

отсюда следует, что лапласиан от геострофического ветра должен 

обращаться в нуль. Чтобы проверить это условие, найдем 

g s

0 e

1 1

2 sin

u p

x x y  

  
= − = 

   
 

2
s s

0 e e

1 1 1

2 sin sin

p p

x y y x    

     
= − − =  

      

 



20 

 

 

 

2
s s s

0 e e e

1 1 1 1 1 1

2 sin sin sin

p p p

x y y x y x      

        
= − − − =    

          

 

2
s s

0 e e

1 1 1

2 sin

p p

x y y x   

     
= − −  

      

, 

2 2
g s s

2
0 e e

1 1 1

2 sin

u p p

x x y y xx    

      
= − − =  

        

 

2
s s

0 e e

1 1 1

2 sin

p p

x x y x y x   

         
= − − =                

 

2 2 2 2
s s s s

2 2
0 e e e e

1 1 1 1 1

2 sin

p p p p

x y x y x x y yx x     

              
= − + − − =                        

2 2
s s

2 2
0 e e

1 1 1

2 sin

p p

y yx x   

       
= − −           

.             (1.1.30) 

Аналогично, 

g s

0 e

1 1

2 sin

p

y y x  

  
= = 

   

v
 

2
s s

0 e e

1 1 1

2 sin sin

p p

y x x y    

     
= +  

      

, 

2 2
g s s

2
0 e e

1 1 1

2 sin sin

p p

y y x x yy     

      
= + =  

        

v
     (1.1.31) 

2 2
s s

2
0 e 0 e

1 1 1 1

2 sin 2 sin

p p

y y x x y     

    
= + + 

     
 

2 2
s s

2
0 e 0 e

1 1 1 1

2 sin 2 sin

p p

y x y x y     

     
+ + =   

       
 

2 2 2
s s s

2 2
0 e 0 e 0 e

1 1 2 1 1 1

2 sin 2 sin 2 sin

p p p

x y y x xy y        

       
= + +   

        
. 

Отсюда 
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2 2
g g

2 2

u

x y

 
+ =

 

v
 

2 2
s s

2 2
0 e 0 e

1 1 1 1

2 sin 2 sin

p p

y yx x     

     
= − + +         

    (1.1.32) 

2 2 2
s s s

2 2
0 e 0 e 0 e

1 1 2 1 1 1

2 sin 2 sin 2 sin

p p p

x y y x xy y        

       
+ + +   

        
. 

Отсюда, приравняв к нулю коэффициенты при частных производных от sp , 

получим: 

2

2
e

1
0

x 

 
= 

  
, 

2

2
e

1
0

siny  

 
= 

  
; 

2
s 0

p

y x


=

 
.                                            (1.1.33) 

Из первого равенства следует, что плотность невозмущенной атмосферы 

можно представить в виде 

( ) ( ) ( )e 0 e, , ,yx y z z x y z   = + + .                     (1.1.34) 

Из второго равенства следует: 

( )
( )e2

e e

1 1
sin

sin siny y y y
 

   

     
 = − = 

       

 

( )

e e
e

2 2 2
e ee

sin sin
sin

sin sinsin

y y y y

y y y

  
 

    

       
+          

= − = − − =     
       

         

 

e e
2 2
e e

1 1

sin siny y y y

 

   

    
= − − −          

 

2 2
e e

1 sin sin 1

sin siny y y y

 

   

     
− − =          
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2
e e e

2 2 3 2 2
e e e

1 2 cos

sin sin siny y yy

    

     

    
= − − − − − 

     

 

22
e

2 2 2 3
e e e

1 cos 2cos
cos

sin sin siny y y y y

    


     

      
− + + =   

       
 

2
e e e

2 2 2
ee e

1 1 2 cos

sinsin sin y y yy

    

    

    
= − + + + 

    
 

22
e

2 2 2
e e

1 2cos cos
1 0

sin sin siny y y

   

    

    
+ + + =        

, 

22
e e e

2 2 2
e e E e E

1 1 2 1 2 1
2 1 0

tg tgy R yy R

  

    

    
− − − + =         

.    (1.1.35) 

Если пренебречь третьим и четвертым слагаемым в этом уравнении, то 

получим 

22
e e

2
e

2
0

yy

 



  
−  

  
, 

2 22 2
e e e e e

2 2 2
e e e ee

1 1 1 1 1

y y y yy y

    

   

          
 = − = −     

           

 

2 2 22
e e e e e e

e e2
e e e

ln ln2 1 1
0

y y y y y y yy

     
 

  

               
 − = − = − =        

                  
22

e e
2

ln ln
0

yy

   
− = 

  
.                                (1.1.36) 

Введем обозначение eln
f

y


=


, тогда уравнение запишется в виде 

2 0
f

f
y


− =


,    

2f
f

y


=


,  

2
1

f

f y


=


,  

1
1

y f

 
− = 

  
.          (1.1.37) 

Отсюда 
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( )
1

,y F x z
f

− = + ,                                      (1.1.38) 

или 

( )
1

f
y F x

= −
+

,  
( )

eln 1

y y F x


= −

 +
, 

( )( ) ( )eln ln , ln ,y F x z C x z = − + + , 

( )
( )e 0

( )C z
z x

y F z
  − − =

+
, 

( )
( )e 0

( )C z
z x

y F z
  = + +

+
.                              (1.1.39) 

Из уравнения 

2
s 0

p

y x


=

 
                                              (1.1.40) 

следует, что 

( ) ( )s s s, ,x yp p x z p y z= + .                                  (1.1.41) 

Найдем проекции вихря геострофической скорости 

g g g s
g

0 e

1

2 sin
x

w p

y z z z x  

   
 = − = − = −

    

v v
, 

g g g s
g

0 e

1

2 sin
y

u w u p

z x z z y  

   
 = − = = −

    
.                (1.1.42) 

Отсюда следует, что g g 0x y = = , т.е. вихрь геострофической скорости имеет 

только вертикальную составляющую при условии 

( )sp
f z

z


=


,                                           (1.1.43) 

что вертикальный градиент возмущения давления является произвольной 

функцией высоты. 

Найдем вертикальную проекцию вихря геострофического ветра: 

g g s s
g

0 e

1 1 1

2 sin sin
z

u p p

x y x x y y   

     
 = − = + = 

      

v
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2 2
s s s

2 2 2
0 e 0 e

1 1 cos

2 sin 2 sin

p p p

y yx y

 

     

   
= + − = 

     

 

2
s g

0 e E

1 1

2 sin tg
p u

R
⊥=  + =

   
 

2 s
s

0 e e 0 E

1 1

2 sin 2 tg sin

p
p

R y
⊥


=  −

      
.                         (1.1.44) 

s

s

tg
p y

p z


 
= −

 
,  s s tg

p p

y z

 
= −

 
 , 

2 2
s s s

2 2

1
tg

cos

p p p

y z z yy

   
= − − =

   





 

2
s s

2
E 2

1
tg

cos

p p

y z zR →

 
= − − ⎯⎯⎯→

   





. 

При условии  

2
s 0p⊥ = ,                                          (1.1.45) 

для вихря скорости геострофического ветра получим 

g g
E

1

tg
z u

R 
 = .                                     (1.1.46) 

Отсюда следует, что на экваторе вихрь геострофического ветра принимает 

бесконечно большие значения, а полюсах равен нулю. 

Таким образом, в данном разделе установлено, что: 

– для возникновения зонального западного переноса холодного воздуха 

( )0T   градиент возмущения давления вдоль меридиана должен быть больше 

некоторого критического значения, определяемого формулой (1.1.18). Из этой 

формулы следует, что градиент возмущения давления растет с увеличением 

широты места; 

– если s 0
p

z





, а функция перегрева равна нулю 0T = , т.е. 

распределение температуры вдоль поверхности Земли соответствует 

состоянию статики атмосферы, касательная к возмущенной изобарической 
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поверхности на полюсе перпендикулярна меридиану, и параллельна ему на 

экваторе, т.е. имеет «вид яблока»; 

– из равенства нулю дивергенции геострофической скорости следует, 

что тангенс угла наклона к параллели касательной к изобарам (а значит и 

геострофической скорости) определяется горизонтальными градиентами 

температуры вдоль параллели и меридиана; 

– при геострофическом состоянии атмосферы лапласиан 

геострофической скорости должен быть равен нулю; 

– из равенства нулю лапласиана геострофической скорости следует, что 

плотность невозмущенной атмосферы изменяется с расстоянием вдоль 

параллели по линейному закону, а вдоль меридиана – обратно 

пропорционально расстоянию; 

– вихрь геострофической скорости имеет только вертикальную 

составляющую при условии, что вертикальный градиент возмущения 

давления является произвольной функцией высоты. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



26 

 

 

 

1.3. Экмановское состояние атмосферы 

 

Запишем уравнение динамики атмосферы для установившегося случая, 

но, в отличие от геострофического состояния, с учетом сил вязкого трения,   

в векторном виде: 

  2
0

i

1
2 0p 


−  + +  =g vω v .              (1.3.1) 

Представим входящие в это уравнение величины в виде: 

esp p p p= + + ,(1.3.2) 

g e= +v v v .(1.3.3) 

Здесь индекс «e » обозначает вклад в возмущение, возникающее при 

экмановском состоянии атмосферы. Тогда 

( ) ( )2
e g e 0 g e

i

1
2 , 0sp p p 


 −  + + + + +  + = g v v ω v v , 

  ( )2
e g 0 e 0 g e

i i i

1 1 1
2 , 2 , 0sp p p 

  
 −  −  −  + + +  + = g v ω v ω v v .(1.3.4) 

 

С учетом уравнения статики 

  ( )2e
g 0 e e 0 g e

i i i

1 1
1 2 , 2 , 0sp p




  

 
 − −  + −  + +  + =   

 
g v ω v ω v v .(1.3.5) 

 

С учетом геострофического состояния запишем 

  ( )2
e e 0 g e

i

1
2 , 0p 


−  + +  + =v ω v v .(1.3.6) 

Примем, что при геострофическом состоянии атмосферы имеет место 

соотношение: 

2
g 0 =v .(1.3.7) 

Тогда для экмановского состояния атмосферы получим 
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  2
e e 0 e

i

1
2 , 0p 


−  + +  =v ω v .                          (1.3.8) 

Запишем это уравнения в проекциях на оси координат: 

( ) 2e
e 0 e 0 e

e

1
2 0z y

p
w u

x
  




− + − +  =


v , 

( ) 2e
e 0 e 0 e

e

1
2 0x z

p
w u

y
  




− + − +  =


v , 

( ) 2e
e 0 e 0 e

e

1
2 0y x

p
u w

z
  




− + − +  =


v .                      (1.3.9) 

С учетом 0 0x =  и принимая e 0w = , получим 

2e
e 0 e

e

1
2 0z

p
u

x
 




− + +  =


v , 

2e
e 0 e

e

1
2 0z

p
u

y
 




− − +  =


v , 

e
e 0

e

1
2 0y

p
u

z





− + =


.                                          (1.3.10) 

Кроме того, допустим, что  

2 2
e e

2 2
0

u u

x y

 
= =

 
,                                              (1.3.11) 

аналогично 

2 2
e e

2 2
0

x y

 
= =

 

v v
.                                               (1.3.12) 

Тогда уравнения для экмановского состояния атмосферы запишутся в виде 

2
e e

e 0 2
e

1
2 0z

p u

x z
 



 
− + + =

 
v , 

2
e e

e 0 2
e

1
2 0z

p
u

y z
 



 
− − + =

 

v
, 

e
e 0

e

1
2 0y

p
u

z





− + =


.                                          (1.3.13) 
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Умножим второе уравнение системы на мнимую единицу  i ,  сложим с 

первым уравнением, получим 

( )
( )2

e ee e
0 e e 2

e

1
2 0z

u ip p
i i u i

x y z
 



 +  
− + − + = 

   

v
+ v .    (1.3.14) 

Введем комплексную скорость c u i= + v . Тогда полученное уравнение 

запишем в виде 

2
0 e e

2
e

2 1zi p pc
c i

x yz



 

  
− = + 

   
.                         (1.3.15) 

Решение однородного уравнения 

2
0 0

02

2
0zc i

c
z






− =


                                         (1.3.16) 

имеет вид 

0
kz kzc Ae Be−= + ,                                          (1.3.17) 

где 02 zi
k




= . Комплексную переменную x iy = +  в полярных координатах 

cosx  = ,  siny  = , 

где 
2 2x y = + и tg

y

x
 = , можно представить в тригонометрической форме 

( )cos sini   = + ,                                    (1.3.18) 

или с учетом формулы Эйлера cos sinie i  = + : 

ie  = .                                                 (1.3.19) 

Тогда мнимую единицу i  можно представить в виде 0 1i = +   ( 0x = , 1y = ) с 

модулем 
2 2 1x y = + =  и 

2


 = . Тогда  2

i
i e



= , отсюда  

4
2 2 1

cos sin
4 4 2 2 2

i i
i e i i


  +

= = + = + = .                (1.3.20) 

Поэтому выражение для коэффициента k  можно представить в виде 
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( ) ( )0
01 1zk i i k




= + = + , где 0

0
zk




= . Тогда решение однородного уравнения 

можно представить в виде 

( ) ( )0 01 1
0 0 0

i k z i k z
c A e B e

+ − +
= + .(1.3.21) 

Частное решение неоднородного уравнения ищем в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 01 1
1

i k z i k z
c z A z e B z e

+ − +
= + .                   (1,3,22) 

Отсюда 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 01 1 1 1
1 0 01 1

i k z i k z i k z i k z
c A e A i k e B e i k Be

+ + − + − +
  = + + + − + . (1.3.23) 

Так как функции ( )A z  и ( )B z  произвольные, то на них можно наложить 

дополнительное условие 

( ) ( )0 01 1
0

i k z i k z
A e B e

+ − +
 + = .                            (1.3.24) 

Тогда 

( ) ( ) ( ) ( )0 01 1
1 0 01 1

i k z i k z
c A i k e i k Be

+ − +
 = + − + .(1.3.25) 

Отсюда 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 02 21 1 1 12 2
1 0 0 0 01 1 1 1

i k z i k z i k z i k z
c A i k e A i k e i k B e i k Be

+ + − + − +
  = + + + − + + + =  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 021 1 1 12
0 01 1

i k z i k z i k z i k z
i k A e B e i k Ae Be

+ − + + − +
 = + − + + + .  (1.3.26) 

Подставляя полученное выражение в неоднородное уравнение, получим 

2 e e
1 0 1

e

1
2

p p
c ik c i

x y

  
 − = + 

  
,                             (1.3.27) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 021 1 1 12
0 01 1

i k z i k z i k z i k z
i k A e B e i k Ae Be

+ − + + − +
 + − + + + −  

( ) ( )( )0 01 12 e e
0

e

1
2

i k z i k z p p
ik Ae Be i

x y

+ − +   
− + = + 

  
.       (1.3.28) 

Так как ( )
2

1 2i i+ = , то получаем 

( ) ( ) ( )( )0 01 1 e e
0

e

1
1

i k z i k z p p
i k A e B e i

x y

+ − +   
 + − = + 

  
,      (1.3.29) 
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или 

( ) ( )

( )
0 01 1 e e

0 e

1

1

i k z i k z p p
A e B e i

i k x y 

+ − +   
 − = + 

+   
.       (1.3.30) 

Таким образом, для неизвестных функций ( )A z  и ( )B z  получим систему 

уравнений: 

( ) ( )0 01 1
0

i k z i k z
A e B e

+ − +
 + = ,                            (1.3.31) 

( ) ( )

( )
0 01 1 e e

0 e

1

1

i k z i k z p p
A e B e i

i k x y 

+ − +   
 − = + 

+   
.(1.3.32) 

Определитель системы равен 

( ) ( )

( ) ( )

0 0

0 0

1 1

1 1
2

i k z i k z

i k z i k z

e e

e e

+ − +

+ − +
 = = −

−

.                            (1.3.33) 

Заменяя первый столбец столбцом свободных членов системы уравнений, 

получим  

( )

( ) ( )
( ) ( )

0
0

0

1
1

1 1

0
i k z

i k z

i k z

e
e f z

f z e

− +
− +

− +
 = = −

−

,            (1.3.34) 

где для краткости введено обозначение ( )
( )

e e

0 e

1

1

p p
f z i

i k x y 

  
= + 

+   
. 

Аналогично, 

( )

( ) ( )

( ) ( )
0

0

0

1
1

2 1

0
i k z

i k z

i k z

e
e f z

e f z

+
+

+
 = = .              (1.3.35) 

Следовательно, по формулам Крамера запишем решения системы уравнений: 

( ) ( )011 1

2

i k z
A e f z

− +
 = =


,(1.3.36) 

( ) ( )012 1

2

i k z
B e f z

+
 = = −


.(1.3.37) 

Отсюда 
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( ) ( ) ( )01

0

1
d

2

z
i k z

A z e f z z
− +

 =  ,                         (1.3.38) 

( ) ( ) ( )01

0

1
d

2

z
i k z

B z e f z z
+

 = −  .(1.3.39) 

Поэтому частное решение неоднородного уравнения представится в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 01 1
1

0 0

1 1
d d

2 2

z z
i k z z i k z z

c z e f z z e f z z
 + − − + −

   = −  , 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
0 01 1

1

0

d
2

z i k z z i k z z
e e

c z f z z

 + − − + −
−

 =  .            (1.3.40) 

Или, подставляя выражение для ( )f z , запишем 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )0 01 1
e e

1
0 e

0

1
d

1 2

z i k z z i k z z
p pe e

c z i z
i k x y 

 + − − + −
  −

= + 
+   

 ,  (1.3.41) 

или 

( )
( ) ( ) ( ) ( )0 01 1

e e
1

0 e
0

1
d

2 2

z i k z z i k z z
p pi e e

c z i z
k x y 

 + − − + −
  − −

= + 
  

 .      (1.3.42) 

Преобразуем выражение 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 01 1

2 2

i k z z i k z z k z z ik z z k z z ik z z
e e e e e e

     + − − + − − − − − − −
− −

= =  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )0 0
0 0 0 0cos sin cos sin

2

k z z k z z
e k z z i k z z e k z z i k z z

 − − −
   − + − − − − −

= =

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0
0 0cos sin

2

k z z k z z k z z k z z
e e k z z i e e k z z

   − − − − − −    − − + + −
      = =  

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0sh cos ch sink z z k z z i k z z k z z   = − − + − − .(2.3.43) 

Подставляя это выражение в формулу для комплексной скорости, получим 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) e e
1 0 0 0 0

0 e
0

1
sh cos ch sin d

2

z
p pi

c z k z z k z z i k z z k z z i z
k x y 

  −
    = − − + − − + =      


 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) e e
1 0 0 0 0

0 e
0

1
sh cos ch sin d

2

z
p pi

c z k z z k z z i k z z k z z i z
k x y 

  −
    = − − + − − +      



.(1.3.44) 

Преобразуем выражение 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 01 sh cos ch sini k z z k z z i k z z k z z   − − − + − − =    

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0sh cos ch sink z z k z z k z z k z z   = − − + − − +  

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0ch sin sh cosi k z z k z z k z z k z z   + − − − − −   .        (1.3.45) 

Тогда выражение для скорости можно представить в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) e e
1 0 0 0 0

0 e
0

1
ch sin sh cos d

2

z
p p

c z k z z k z z k z z k z z i z
k x y 

  
    = − − + − − + +      



 

( ) ( ) ( ) ( ) e e
0 0 0 0

0 e
0

ch sin sh cos d
2

z
p pi

k z z k z z k z z k z z i z
k x y 

  
    + − − − − − + =      



( ) ( ) ( ) ( ) e e
0 0 0 0

0 e
0

1
ch sin sh cos d

2

z
p p

k z z k z z k z z k z z i z
k x y 

  
    = − − + − − + +      

  

( ) ( ) ( ) ( ) e e
0 0 0 0

0 e
0

1
ch sin sh cos d

2

z
p p

k z z k z z k z z k z z i z
k x y 

  
    + − − − − − − =      



( ) ( ) ( ) ( ) e
0 0 0 0

0 e
0

1
ch sin sh cos d

2

z
p

k z z k z z k z z k z z z
k x 


    = − − + − − +     

( ) ( ) ( ) ( ) e
0 0 0 0

0 e
0

1
ch sin sh cos d

2

z
p

k z z k z z k z z k z z z
k y 


    − − − − − − +     
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( ) ( ) ( ) ( ) e
0 0 0 0

0 e
0

ch sin sh cos d
2

z
pi

k z z k z z k z z k z z z
k y 


    + − − + − − +     

( ) ( ) ( ) ( ) e
0 0 0 0

0 e
0

ch sin sh cos d
2

z
pi

k z z k z z k z z k z z z
k x 


    + − − − − −    .(1.3.46) 

Сравнивая полученное выражение для комплексной скорости с его 

представлением в виде 

( ) ( ) ( )1 1e 1ec z u z i z= + v ,                                    (1.3.47) 

приходим к выражениям для компонент возмущения скорости в экмановской 

модели атмосферы 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) e
1e 0 0 0 0

0 e
0

1
ch sin sh cos d

2

z
p

u z k z z k z z k z z k z z z
k x 


    = − − + − − −     

( ) ( ) ( ) ( ) e
0 0 0 0

0 e
0

1
ch sin sh cos d

2

z
p

k z z k z z k z z k z z z
k y 


    − − − − − −    ,(2.3.48) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) e
1e 0 0 0 0

0 e
0

1
ch sin sh cos d

2

z
p

z k z z k z z k z z k z z z
k y 


    = − − + − − +   v  

( ) ( ) ( ) ( ) e
0 0 0 0

0 e
0

1
ch sin sh cos d

2

z
p

k z z k z z k z z k z z z
k x 


    + − − − − −    .(1.3.49) 

Удобно ввести вронскиан 

( ) ( )

( ) ( )
0 0

1
0 00

cos ch1

cos ch

k z z k z z
W

k z z k z zk

 − −
= =

   − −
 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0sh cos ch sink z z k z z k z z k z z   = − − + − − ,          (1.3.50) 

( ) ( )

( ) ( )
0 0

2
0 00

sin sh1

sin sh

k z z k z z
W

k z z k z zk

 − −
= =

   − −
 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0ch sin sh cosk z z k z z k z z k z z   = − − − − − .        (1.3.51) 

Тогда выражения для компонент скорости можно будет записать в виде 
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( ) e e
1e 1 2

0 e
0

1
d

2

z
p p

u z W W z
k x y 

  
= − 

  
 ,                       (1.3.52) 

( ) e e
1e 1 2

0 e
0

1
d

2

z
p p

z W W z
k y x 

  
= + 

  
v .(1.3.53) 

Представим решение однородного уравнения в виде 

( ) ( )0 0 0 0
0 0 0

k z ik z k z ik z
c A e B e

+ − +
= + =  

0 0 0 0
0 0

k z ik z k z ik z
A e e B e e

− −
= + =  

( ) ( )0 0
0 0 0 0 0 0cos sin cos sin

k z k z
A e k z i k z B e k z i k z

−
= + + − =  

0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0cos sin cos sin

k z k z k z k z
A e k z iA e k z B e k z iB e k z

− −
= + + − =  

( ) ( )0 0 0 0
0 0 0 0 0 0cos sin

k z k z k z k z
A e B e k z i A e B e k z

− −
= + + − .      (1.3.54) 

Из условия, что у поверхности земли ветер равен нулю, найдем 

0 0 0A B+ = ,  0 0B A= − . 

Тогда 

( ) ( )0 0 0 0
0 0 0 0 0cos sin

k z k z k z k z
c A e e k z iA e e k z

− −
= − + + =  

0 0 0 0 0 02 sh cos 2 ch sinA k z k z iA k z k z= + .                    (1.3.55) 

Отсюда решения однородного уравнения запишем в виде 

0e 0 0 02 sh cosu A k z k z= ,                            (1.3.56) 

0e 0 0 02 ch sinA k z k z=v .(1.3.57) 

Тогда решение искомого неоднородного уравнения представятся в виде 

( ) e e
e 0 0 0 1 2

0 e
0 0

1
2 sh cos d d

2

z z
p p

u z A k z k z W z W z
k x y 

 
   = + −

  
 
  ,         (1.3.58) 

( ) e e
e 0 0 0 1 2

0 e
0 0

1
2 ch sin d d

2

z z
p p

z A k z k z W z W z
k y x 

 
   = + +

  
 
 v .(1.3.59) 

Константу 0A  найдем из условия, что при z→  скорость ветра стремится к 
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геострофическому значению, а значит ( )e 0u z → , ( )e 0z →v : 

e e
0 0 0 1 2

0 e
0 0

1
0 2 sh cos d d

2

p p
A k z k z W z W z

k x y 

  
   = + −

  
 
  .            (1.3.60) 

Отсюда 0 0A = , что очевидно, так как в противном случае скорость 

стремилась бы к бесконечности при z→ . Следовательно 

( ) e e
e 1 2

0 e
0 0

1
d d

2

z z
p p

u z W z W z
k x y 

 
   = −

  
 
  ,      (1.3.61) 

( ) e e
e 1 2

0 e
0 0

1
d d

2

z z
p p

z W z W z
k y x 

 
   = +

  
 
 v .(1.3.62) 

 

Причем, функции ep

x




 и ep

y




 таковы, что 

( ) e e
e 1 2

0 e
0 0

1
d d 0

2

p p
u W z W z

k x y 

  
    = − =

  
 
  ,                (1.3.63) 

( ) e e
e 1 2

0 e
0 0

1
d d 0

2

p p
W z W z

k y x 

  
    = + =

  
 
 v .(1.3.64) 

Представим проекции экмановского возмущения скоростей в виде 

( ) e e
e 1 2

0 e
0 0

1
d d

2

z z
p p

u z W z W z
k x y 

 
   = −

  
 
  ,                      (1.3.65) 

( ) e e
e 1 2

0 e
0 0

1
d d

2

z z
p p

z W z W z
k y x 

 
   = +

  
 
 v .(1.3.66) 

Найдем интеграл 

( ) ( ) ( ) ( )2 0 0 0 0

0 0

d ch sin sh cos d

z z

W z k z z k z z k z z k z z z     = − − − − − =     
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( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0

0 0

ch sin d sh cos d

z z

k z z k z z z k z z k z z z     = − − − − −  .    (1.3.67) 

Найдем в отдельности каждый из интегралов 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0

0 0

ch sin d ch sin d

z z

k z z k z z z k z z k z z z z     − − = − − − − =   

( ) ( )0 0
0

0

1
ch dcos

z

k z z k z z
k

 = − − =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0
0 0 0

1
ch cos cos sh d

zz z

z

k z z k z z k z z k z z z z
k

=

=

    = − − − − − − =  

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0
0 00 0

1 1
ch cos sh dsin

zz z

z

k z z k z z k z z k z z
k k

=

=

   = − − − − − =  

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0
0 00 0

1 1
ch cos sh sin

z z z z

z z

k z z k z z k z z k z z
k k

 = =

 = =

   = − − − − − +  

( ) ( ) ( )0 0

0

ch sin d

z

k z z k z z z z  + − − − .                    (1.3.68) 

Отсюда 

( ) ( )0 0

0

ch sin d

z

k z z k z z z  − − =  

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 00 0
0

1
ch cos sh sin

2

z z z z

z z
k z z k z z k z z k z z

k

 = =

 = =
    = − − − − − =
  

 

( )0 0 0 0
0

1
1 ch cos sh sin

2
k z k z k z k z

k
= − + .                  (1.3.69) 

Аналогично, находим второй интеграл 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0

0 0

sh cos d sh cos d

z z

k z z k z z z k z z k z z z z     − − = − − − − =   

( ) ( )0 0
0

0

1
sh dsin

z

k z z k z z
k

 = − − − =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0
0 0 0

1
sh sin ch sin d

zz z

z

k z z k z z k z z k z z z z
k

=

=

    = − − − + − − − =  

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0
0 00 0

1 1
sh sin ch dcos

zz z

z

k z z k z z k z z k z z
k k

=

=

   = − − − − − − =  

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0
0 00 0

1 1
sh sin ch cos

z z z z

z z

k z z k z z k z z k z z
k k

 = =

 = =

   = − − − − − − +  

( ) ( ) ( )0 0

0

sh cos d

z

k z z k z z z z  + − − − .                    (1.3.70) 

Отсюда 

( ) ( )0 0

0

sh cos d

z

k z z k z z z  − − =  

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0
0 00 0

1 1
sh sin ch cos

2 2

z z z z

z z

k z z k z z k z z k z z
k k

 = =

 = =

   = − − − − − − =  

( )0 0 0 0
0

1
sh sin ch cos 1

2
k z k z k z k z

k
= + − .                   (1.3.71) 

Тогда 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0

0 0

ch sin d sh cos d

z z

k z z k z z z k z z k z z z     − − − − − =   

( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 0
0 0

1 1
1 ch cos sh sin sh sin ch cos 1

2 2
k z k z k z k z k z k z k z k z

k k
= − + − + − =  
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( )0 0
0

1
1 ch cosk z k z

k
= − .                                 (1.3.72) 

Или 

( ) ( ) ( ) ( )2 0 0 0 0

0 0

d ch sin sh cos d

z z

W z k z z k z z k z z k z z z     = − − − − − =     

( ) ( )( ) ( ) ( )( )0 0 0 0
0 0 00

1 d 1
ch cos d ch cos

d

z z z

z

k z z k z z z k z z k z z
k z k

=

=

    = − − = − − =


( )0 0
0

1
1 ch cosk z k z

k
= − .                              (1.3.73) 

Аналогично, находим 

( ) ( ) ( ) ( )1 0 0 0 0

0 0

d sh cos ch sin d

z z

W z k z z k z z k z z k z z z     = − − + − − =     

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0
0 0 00

1 d 1
sh sin d sh sin

d

z z z

z

k z z k z z z k z z k z z
k z k

=

=

    = − − − = − − − =  

0 0

0

sh sink z k z

k
= .                                     (1.3.74) 

Таким образом,окончательно для проекций возмущения скорости ветра 

в экмановской модели атмосферы запишем 

( ) ( )e e
e 0 0 0 02

0 e

1
sh sin 1 ch cos

2

p p
u z k z k z k z k z

x yk 

  
= − − 

  

,      (1.3.75) 

( ) ( )e e
e 0 0 0 02

0 e

1
sh sin 1 ch cos

2

p p
z k z k z k z k z

y xk 

  
= + − 

  
v .      (1.3.76) 

В частности, если e 0
p

x


=


, получим 

( ) ( ) e
e 0 02

0 e

1
1 ch cos

2

p
u z k z k z

yk 


= − −


,                           (1.3.77) 

( ) e
e 0 02

0 e

1
sh sin

2

p
z k z k z

yk 


=


v .        (1.3.78) 
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Повторив выкладки для полной скорости и полного давления, получим 

( ) 0 0 0 1 2
0 e

0 0

1
2 sh cos d d

2

z z
p p

u z A k z k z W z W z
k x y 

 
   = + −

  
 
  ,        (1.3.79) 

( ) 0 0 0 1 2
0 e

0 0

1
2 ch sin d d

2

z z
p p

z A k z k z W z W z
k y x 

 
   = + +

  
 
 v .(1.3.80) 

Так как на бесконечности полная скорость должна стремиться к 

геострофическому значению, запишем 

g 0 0 0 1 2
0 e

0 0

1
2 sh cos d d

2

p p
u A k z k z W z W z

k x y 

  
   = + −

  
 
  ,          (1.3.81) 

g 0 0 0 1 2
0 e

0 0

1
2 ch sin d d

2

p p
A k z k z W z W z

k y x 

  
   = + +

  
 
 v .(1.3.82) 

Отсюда 

( ) g 1 2 1 2
0 e 0 e

0 0 0 0

1 1
d d d d

2 2

z z
p p p p

u z u W z W z W z W z
k x y k x y   

    
         = − − + −

      
   
     

( ) g 1 2
0 e

1
d d

2
z z

p p
u z u W z W z

k x y 

  
   = − −

  
 
  (1.3.83) 

( ) g 1 2
0 e

1
d d

2
z z

p p
z W z W z

k y x 

  
   = − +

  
 
 v v .(1.3.84) 

Так как скорость на земле равна нулю, то 

g 1 2
0 e

0 0

1
d d

2

p p
u W z W z

k x y 

  
   = −

  
 
                        (1.3.85) 

g 1 2
0 e

0 0

1
d d

2

p p
W z W z

k y x 

  
   = +

  
 
 v .                          (1.3.86) 

Отсюда 
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( ) 1 2
0 e

0 0

1
d d

2

z z
p p

u z W z W z
k x y 

 
   = −

  
 
  ,                       (1.3.87) 

( ) 1 2
0 e

0 0

1
d d

2

z z
p p

z W z W z
k y x 

 
   = +

  
 
 v ,                       (1.3.88) 

и 

( )
1 2

0

g

1 2

0

d

d

z
p p

W W z
x yu z

u
p p

W W z
x y



  
− 

  
=

  
− 

  





,(1.3.89) 

( )
1 2

0

g

1 2

0

d

d

z
p p

W W z
y xz

p p
W W z

y x



  
+ 

  
=

  
+ 

  





v

v
.(1.3.90) 

Приближенно выражения для полной скорости можно представить в 

виде 

( ) ( )0 0 0 02
0 e

1
sh sin 1 ch cos

2

p p
u z k z k z k z k z

x yk 

  
= − − 

  

,(1.3.91) 

( ) ( )0 0 0 02
0 e

1
sh sin 1 ch cos

2

p p
z k z k z k z k z

y xk 

  
= + − 

  
v .(1.3.92) 

Если 0
p

x


=


, то 

( ) ( )0 02
0 e

1
1 ch cos

2

p
u z k z k z

yk 


= − −


,                        (1.3.93) 

( ) 0 02
0 e

1
sh sin

2

p
z k z k z

yk 


=


v .(1.3.94) 

Оценим высоту, на которой состояние атмосферы можно считать 

геострофическим. Так как 
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s
g

0 e

1

2 sin

p
u

y  


= −


,    (1.3.95) 

s
g

0 e

1

2 sin

p

x  


=


v .(1.3.96) 

Из сравнения этих выражений можно записать 

( ) s
0 02

0 e0 e

1 1
1 ch cos

2 sin2

pp
k z k z

y yk    


− −  −

 
,(1.3.97) 

2
0

0
0

1 ch
sin

k
k z



 
−  ,(1.3.98) 

0 2
0 0

0

1
1

2 2 sin

k z
k z ke 

 

+
  − ,(2.3.99) 

2
0

0
0

2
1

sin

k
k z



 
 − ,                                           (1.3.100) 

00 0

1 1

z z

z
k 






  = = ,                                       (1.3.101) 

При 
2м

~1 
с

 , 5
0

рад
~ 10  

сек
z − , получим 510  м 300 мz   . 

10− 5− 0

4−

2−

2

4

v z( )

u z( )
 

Рисунок 1.3.1. Распределение скорости ветра с высотой в экмановской 

модели атмосферы 

 

Найдем тангенс угла наклона геострофического ветра по отношению к 

параллели 
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( )
( )
( )

( )

( )

0 0 0 0

0 0 0 0

sh sin 1 ch cos

tg

sh sin 1 ch cos

p p
k z k z k z k z

z y x
z

u z p p
k z k z k z k z

x y



 
+ −

 
= =

 
− −

 

v ,            (1.3.102) 

( )
( ) ( )

( ) ( )

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

ch sin sh cos sh cos ch sin

lim tg lim

ch sin sh cos + sh cos ch sin
z z

p p
k z k z k z k z k z k z k z k z

y x
z

p p
k z k z k z k z k z k z k z k z

x y


→ →

 
+ − −

 
= =

 
+ −

 

 

( ) ( )

( ) ( )

0 0 0 0 0 0 0 0

0
0 0 0 0 0 0 0 0

ch sin sh cos sh cos ch sin

lim

ch sin sh cos + sh cos ch sin
z

p p
k z k z k z k z k z k z k z k z

y x

p p
k z k z k z k z k z k z k z k z

x y

→

 
+ − −

 
= =

 
+ −

 

 

0 0

0
0 0

2ch sin

lim

2ch cos
z

p p
k z k z

y y

p p
k z k z

x x

→

 

 
= =

 

 

.                         (1.3.103) 

Отсюда следует, что ветер у земли будет направлен вдоль изобар, а 

угол наклона к параллели зависит от значений горизонтальных градиентов 

давления по соответствующим осям x  и y . 

Таким образом, в данном разделе установлено, что: 

– экмановское состояние атмосферы можно рассматривать как 

возмущение геострофического состояния, вносимое силами вязкого трения; 

– возмущение геострофической скорости, названное нами экмановское 

возмущение скорости, зависит от градиентов возмущения давления; 

– толщина экмановского слоя, в котором силы вязкого трения играют 

важную роль, зависит от коэффициента турбулентной вязкости и широты 

места; 

– ветер у земли будет направлен вдоль изобар, а угол наклона к 

параллели зависит от значений горизонтальных градиентов давления по 

соответствующим осям x  и y . 
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Выводы к главе 1 

1. Для возникновения зонального западного переноса холодного воздуха 

( )0T   градиент возмущения давления вдоль меридиана должен быть больше 

некоторого критического значения, определяемого формулой (1.1.18). Из этой 

формулы следует, что градиент возмущения давления растет с увеличением 

широты места. 

2. Возмущенная относительно статического равновесия изобарическая 

поверхность при геострофическом состоянии атмосферы имеет форму «яблока». 

3. Из равенства нулю дивергенции геострофической скорости следует, 

что тангенс угла наклона к параллели касательной к изобарам (а значит и 

геострофической скорости) определяется горизонтальными градиентами 

температуры вдоль параллели и меридиана. 

4. При геострофическом состоянии атмосферы лапласиан 

геострофической скорости должен быть равен нулю. 

5. Из равенства нулю лапласиана геострофической скорости следует, 

что плотность невозмущенной атмосферы изменяется с расстоянием вдоль 

параллели по линейному закону, а вдоль меридиана – обратно 

пропорционально расстоянию. 

6. Вихрь геострофической скорости имеет только вертикальную 

составляющую при условии, что вертикальный градиент возмущения 

давления является произвольной функцией высоты. 

7. Все последующие геопотенциальные поверхности разной высоты параллельны 

друг другу. 

8. Геострофическое состояние атмосферы определяется условиями 

(1.1.17) и (1.1.21), т.е. радиальная составляющая геострофической скорости 

намного меньше меридианальной и широтной составляющих, которые, в 

свою очередь, намного меньше скорости движения точек поверхности Земли. 

9.  Геострофическое состояние атмосферы описывается системой 

уравнений (1.1.22) – (1.1.24), записанных в сферических координатах. 
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10.  В сферической системе координат проекции геострофического 

ветра с достаточной в геофизической гидродинамике точностью можно 

определять по формулам (1.1.28) – (1.1.30).   

14. Экмановское состояние атмосферы можно рассматривать как 

возмущение геострофического состояния, вносимое силами вязкого трения. 

15. Возмущение геострофической скорости, названное нами 

экмановское возмущение скорости, зависит от градиентов возмущения 

давления. 

16. Толщина экмановского слоя, в котором силы вязкого трения играют 

важную роль, зависит от коэффициента турбулентной вязкости и широты 

места. 

17.  Ветер у земли будет направлен вдоль изобар, а угол наклона к 

параллели зависит от значений горизонтальных градиентов давления по 

соответствующим осям x  и y . 

 



45 

 

 

 

ГЛАВА 2.  МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ТРЕХМЕРНОГО АТМОСФЕРНОГО 

ВИХРЯ 

 

 

В главе выводятся дифференциальные уравнения в частных 

производных, удовлетворяющие основному состоянию трехмерного 

вихревого движения атмосферы. Показано, что существуют такие основные 

состояния атмосферы, когда сходимость низкого давления ведет к 

восходящему движению, а дивергенция высокого давления приводит к 

нисходящему потоку в вихревом движении (смерч). Эти основные состояния 

поля трехмерной скорости могут быть описаны с помощью разложения 

скорости конвекции через функции тока и потенциала, которые и описывают 

спиральные структуры этого движения. Когда Re→ , вихревое движение 

вырождается в геострофический ветер, и соответствующее состояние 

вихревого движения заменяется геострофическим состоянием. 

 

2.1. Система уравнений, описывающая трехмерный атмосферный 

вихрь 

В локальной системе координат ( )x, y,z  состояние атмосферы 

описывается системой уравнений 

2
0 0

i

1
2 2z y

u u u u p
u w u w

t x y z x

     
+ + + = − +  +  −  

      
vv ,    (2.1.1)                                  

2
0

i

1
2 z

p
u w u

t x y z y

     
+ + + = − +  −  

      

v v v v
v v ,              (2.1.2)                               

2
0

i

1
2 y

w w w w p
u w g w u

t x y z z

     
+ + + = − − +  +  

      
v ,     (2.1.3)                            
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( ) 2T
, T T

t


+   =  


v ,                                     (2.1.4) 

0
u w

x y z

  
+ + =

  

v
.                                          (2.1.5) 

Здесь  

i eT T T = − . 

Уравнение статики: 

0
p

x


=


,   0

p

y


=


,   

e

1
0

p
g

z

 
− − = 
  

. 

Представим параметры атмосферы в виде: 

  ( ) ( )p p z p x,y,z,t= + ,    ( ) ( )T T z x,y,z,t =  + ,   

0T T z =  −   ,  a =  −  . 

Запишем выражение для плотности 

( )i e 1 = − . 

Тогда система уравнений запишется в виде: 

 
2

0 0
e

1
2 2z y

u u u u p
u w u w

t x y z x

     
+ + + = − +  +  −  

      
vv , (2.1.1a)                                 

2
0

e

1
2 z

p
u w u

t x y z y

     
+ + + = − +  −  

      

v v v v
v v ,           (2.1.2a)                                

2
0

e

1
2 y

w w w w p
u w g w u

t x y z z

     
+ + + = − + +  +  

      
v ,     (2.1.3a)                            

( ) 2, w
t


+   =   +  


v ,                              (2.1.4a) 

0
u w

x y z

  
+ + =

  

v
.                                        (2.1.5a) 
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Запишем уравнения в безразмерном виде. Для горизонтальных и 

вертикальных направлений в качестве масштабов длины выберем L  и H , 

характерное значение скорости в горизонтальном направлении – U , 

характерное время – L U , шкала вертикальной скорости – HU L , шкала 

для давления 2
eU , шкала для   – ( )0zT T T H H =  − =   . 

 В то же самое время, мы устанавливаем безразмерные параметры: 

H L = ; Re UL=   (число Рейнольдса); 2 3Ri H N U=   (число Ричардсона); 

N  – частота Брента – Вяйсяля, 
2N g=   ; Pr =    (число Прандтля); 

0Ro 2L zU L=   (число Россби), [9], 
0

Ro
2

H
y

U

H
=


. Тогда безразмерная 

форма для уравнений примет вид 

  
2 2 2

2 2 2 2

d 1 1 1 1

d Ro Ro ReL H

u p u u u
w

t x x y z

    
= − + − + + +       

v .        (2.1.6)                         

2 2 2

2 2 2 2

d 1 1 1

d Ro ReL

p
u

t y x y z

    
= − − + + +       

v v v v
.                 (2.1.7) 

2 2 2
2

2 2 2 2

d 1 1
Ri

d Ro ReH

w p w w w
u

t z x y z

     
 = − + + + + +       

,       (2.1.8) 

2 2 2

2 2 2 2

1 d 1

PrRe d
w

t x y z

      
= + + +

   
.                           (2.1.9) 

Таким образом, опуская знак «тильда» над безразмерными 

величинами, запишем: 

2 2 2

2 2 2 2

d 1 1 1 1

d Ro Ro ReL H

u p u u u
w

t x x y z

    
= − + − + + +       

v .            (2.1.6a) 

2 2 2

2 2 2 2

d 1 1 1

d Ro ReL

p
u

t y x y z

    
= − − + + +       

v v v v
.                 (2.1.7a) 
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2 2 2
2

2 2 2 2

d 1 1
Ri

d Ro ReH

w p w w w
u

t z x y z

     
 = − + + + + +       

.       (2.1.8a) 

2 2 2

2 2 2 2

1 d 1

PrRe d
w

t x y z

      
= + + +

   
.                          (2.1.9a) 

0
u w

x y z

  
+ + =

  

v
.                                         (2.1.10a) 

Если адвективные члены в уравнениях (2.1.6) – (2.1.9) опустить, и 

принять  ( ) 1  = , т.е.  L H= , то уравнения (2.1.6) – (2.1.9) могут быть 

преобразованы к виду: 

2 2 2

2 2 2

1 1 1

Ro Ro ReL H

u p u u u
w

t x x y z

     
= − + − + + +       

v .            (2.1.6b) 

2 2 2

2 2 2

1 1

Ro ReL

p
u

t y x y z

     
= − − + + +       

v v v v
.                 (2.1.7b) 

2 2 2

2 2 2

1 1
Ri

Ro ReH

w p w w w
u

t z x y z

     
= − + + + + +       

.       (2.1.8b) 

2 2 2

2 2 2

1 d

PrRe d
w

t x y z

      
= + + +

  
.                       (2.1.9b) 

0
u w

x y z

  
+ + =

  

v
.                                         (2.1.10b) 

Берем производную по переменной y  от (2.1.6b) и производную по 

переменной x  от (2.1.7b), и, вычитая из второго уравнения первое, получим 

21 1 1

Ro Re RoL H

w
D

t y

 
= − +  +

 
, 

u

x y

 
 = −

 

v
,       

u
D

x y

 
= +
 

v
. 
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Аналогично, взяв производную по переменной x  от (2.1.6b) и 

производную по переменной y  от (2.1.7b), и складывая уравнения, получим 

2 2
2

2 2

1 1

Ro Ro ReL H

D p p w
D

t xx y

      
= − + + − +      

. 

Таким образом, получаем систему 

21 1

Ro Re RoL H

D w

t y

 
+ =  +

 
,                                (2.1.11) 

2 2
2

2 2

1 1

Ro Re RoL H

D p p w
D

t xx y

      
− = − + +  −     

,             (2.1.12) 

21 1
Ri

Re RoH

w p
w u

t z

 
= − + +  +

 
.                        (2.1.13) 

21

PrRe
w

t


= + 


.                                      (2.1.14) 

0
u w

x y z

  
+ + =

  

v
,                                        (2.1.15) 

где 

u
D

x y

 
= +
 

v
,   

u

x y

 
 = −

 

v
                                   (2.1.16) 

– горизонтальная дивергенция и вертикальная завихренность, 

соответственно. 

Рассмотрим стационарное состояние атмосферы, для этого уравнения 

запишем в виде 

21 1

Ro Re RoL H

D w

y


=  +


,                                (2.1.17) 
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2 2
2

2 2

1 1

Ro Re RoL H

p p w
D

xx y

     
− = − + +  −     

,             (2.1.18) 

21 1
0 Ri

Re RoH

p
w u

z


= − + +  +


.                        (2.1.19) 

20 w= +  .                                         (2.1.20) 

0
w

D
z


+ =


.                                        (2.1.21) 

Уравнения (2.1.17), (2.1.18) подразумевают, что сумма силы градиента 

давления, силы инерции Кориолиса и вязкой силы равна нулю. 

Необходимое дифференциальное уравнение в частных производных 

получим, исключая переменные  , D ,   и p : 

( )
2 2

2 2 2

2 2

Re
Ra

RoH

w u
x y

   
+   − +  +       

 

( )
2 2 2 2 2

2 2

2

Re Re
+Ta

Ro Ro RoH L H

w w w

z x z yz

   
+   + = −

   
,            (2.1.22) 

где 

2 2

2
Ra Ri Re

H N

U


=  =


,    

( )

2

2

Re
Ta

RoL

= ,                                   (2.1.23) 

где Ra  – число Релея, а Ta  – число Тейлора. 
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2.2. Решения системы уравнений, описывающей трехмерный 

атмосферный вихрь 

 

Будем w  искать в виде 

( ) ( ) ( )w X x Y y W z= , 

( ) cos X x kx= ,   ( ) cos Y y ky= ,   ( ) ( )0  sinW z W n z=   .   

Подставляя это выражение в уравнение (2.1.22), получим 

( )
3

2 2 2 2 2 22 Ra 2 Tak k n n w
 

− +  −  + 
 

 

2 2
2

2 2

Re

RoH

u
x y

  
+ +  −    

 

( ) ( )2 2 2
0

Re
2 sin cos  cos

RoH

k n W kn kx ky n z+ +      =  

( )
2

0
Re

cos sin  cos
Ro RoL H

W kn kx ky n z=     . 

Выражение для величины u  ищем в виде 

( ) ( )0 sin cos cos sin  cosu W A kx ky B kx ky n z= −    +     . 

Подставляя это выражение в уравнение, получаем 

( ) ( )
3

2 2 2 2 2 2
02 Ra Ta 2 cos cos  sink n k n W kx ky n z

 
−  − +      + 
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( ) ( ) ( )2 2 2
0

Re
2 2 sin cos  cos

RoH

k k n W n kA kx ky n z+ +  −     =  

( ) ( )2 2 2
0

Re Re
2 2 cos sin  cos

Ro RoH L

W k n k k n B kx ky n z
 

=  + +      
 

. 

Отсюда 

2 0n kA − = ,      
2

n
A

k


= ; 

( )2 2 2Re
2 2 0

RoL

n k k n B + +  = , 

( )2 2 2

Re

Ro 2 2L

n
B

k k n


= −

+ 
; 

( )
3

2 2 2 2 2 22 Ra Ta 2 0k n k n−  − +  = , 

( )
3

2 2 2 2 2

cr 2

2 Ta
Ra

2

k n n

k

+  + 
= . 

Таким образом, 

( )
( )0 2 2 2

Re
sin cos cos sin  cos

2 Ro 2 2L

n n
u W kx ky kx ky n z

k k k n

 
  = −   −   

 + 
 

Отсюда 

w u

y z x

  
= − − =

  

v
 

( )0 cos cos  cosn W kx ky n z= −      +  

( )
( )0 2 2 2

Re
cos cos sin sin  cos

2 Ro 2 2L

n n
W kx ky kx ky n z

k n

 
  +   +   

 + 
 

, 
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( )
( )0 2 2 2

Re
cos sin sin cos  cos

2 Ro 2 2L

n n
W kx ky kx ky n z

k k k n

 
  = −   +   

 + 
 

v

 

Таким образом, 

( )
( )0 2 2 2

Re
sin cos cos sin  cos

2 Ro 2 2L

n n
u W kx ky kx ky n z

k k k n

 
  = −   −   

 + 
 

(2.2.1) 

( )
( )0 2 2 2

Re
cos sin sin cos  cos

2 Ro 2 2L

n n
W kx ky kx ky n z

k k k n

 
  = −   +   

 + 
 

v

(2.2.2) 

( )0 cos cos  sinw W kx ky n z=     .                         (2.2.3) 

На рисунке приведено поле скоростей, построенное по полученным 

выражениям для проекций скоростей. 
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Рисунок 2.1. Спиральная структура вихревого движения. 

Из рисунка видно, что в то время как воздушная частица в нижнем 

уровне по спирали сходится к центру, воздух поднимается вверх, находясь в 

неустойчивом состоянии. После того, как воздушная частица достигает 

некоторого уровня, воздушная частица начинает по спирали расходиться. Из 

рисунка 2.1 мы видим, что движение воздушной частицы принимает 

трехмерную спиральную структуру. 

 Уравнение (2.1.22) является дифференциальным уравнением в 

частных производных, удовлетворяющему стационарному трехмерному 

вихревому состоянию атмосферы. Рассмотрим основные характеристики 

трехмерного вихревого состояния атмосферы. Уравнения (2.1.17) и (2.1.18) 
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означают, что движение воздуха носит вихревой характер. Из уравнения 

(2.1.21), мы видим, что, если горизонтальное движение является 

сходящимся в нижних слоях атмосферы  0D  , то 0
w

z





. Поскольку w  

равен нулю у поверхности земли, то 0
w

z





 означает, что воздух движется 

вверх. Из уравнения (2.1.11) мы видим, что, если горизонтальное воздушное 

движение является сходящимся в нижних слоях атмосферы 0D  , то 0
t





, 

значит и 0  . Это означает, что вихрь имеет циклоническую завихренность 

в нижних слоях атмосферы. Из (2.1.18) следует, что, если 0  , то 

2 2

2 2
0

p p

x y

  
+ 

 
. Это означает, что центр циклонического вихря имеет низкое 

давление (вторая производная от давления больше нуля). 

Уравнение (2.1.19) и (2.1.20) связывают трехмерную структуру потока и 

поле температуры. 

Из уравнения (2.1.20), так как вертикальная скорость положительна             

( 0w  ), следует, что 2 0  . Это означает, что центр циклонического вихря 

является нагретым центром. 

В результате вихревое движение является основным состоянием 

атмосферы.  

Когда Re→ , то есть вязкая сила незначительно, и 0w = , из 

уравнения (2.1.17), мы получаем, что  0D → .  

Из уравнения (2.1.19) следует: 

1
0 Ri

RoH

p
u

z


= − + +


. 
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В этих приближениях из уравнений (2.1.6b) для стационарного 

состояния атмосферы получим: 

1
0

RoL

p

x


= − +


v , 

1
0

RoL

p
u

y


= − −


, 

1
0 Ri

RoH

p
u

z


= − + +


, 

2 2 2

2 2 2
0 w

x y z

     
= + + +

  
, 

0
u

x y

 
+ =

 

v
. 

Отсюда получаем компоненты геострофической скорости: 

g RoL
p

u
y


= −


, 

g RoL
p

x


=


v , 

g Ro Ro RiH H
p

u
z


= − 


. 

g g
0

u

x y

 
+ =

 

v
. 

При условии Re→  из уравнения (2.1.18) следует: 

2 2

2 2
RoL

p p

x y

   
 = +    

. 

Это показывает, что изобарические линии коррелируют с полем 

завихренности. 
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2.3. Критерии устойчивости атмосферы 

Найдем критическое число Рэлея для значения волнового числа 
2

k


= : 

( )
3

2 2 2 2 2

cr 2

2 Ta
Ra

2

k n n

k

+  + 
= =  

3
2 4 21

2 Ta
2

n n
  

= +  +  
   

. 

При условии 1n =  получим 

4
cr

27
Ra 2Ta

4
=  + , 

2
4

cr
27 Re

Ra 2
4 RoL

 
=  +  

 
, 

2

2 2 4
0

2 2

0

2
8Re

2
Ro

2

z

L

z

UL

L

U

L

 
    = = 

   
 

 

. 

Отсюда видно, что для масштабов 

1 4
2

2
08 z

L
 

  
  

получаем известный 

результат из теории Рэлея.  

Найдем критическое значение волнового числа из условия: 

( ) ( )
2 3

3 2 2 2 2 2 2 2 2

cr
4

12 2 2 2 Ta
Ra

0
2

k k n k k n n

k k

 
+  − +  +    = =


, 
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( ) ( )
2 3

2 2 2 2 2 2 2 2 26 2 2 Ta 0k k n k n n+  − +  −  = , 

( ) ( )
2

2 2 2 2 2 2 2 22 4 Ta 0k n k n n+  −  −  = , 

( )
2 22

2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 Ta 0
2

n
k n k n n n

 
+  +  −  − −  =  

 

, 

( )
2 22

2 2 2 2 2 2 2 23
2 2 2 Ta 0

2

n
k n k n n

 
+  +  − −  =  

 

, 

2 2
2 2 23

2 Ta 0
2

n
n

 
  − −  =  

 

, 

3 2 2 2 2 22 3 Ta 0n n −   −  = , 

3 2 2 2 2 23 1
Ta 0

2 2
n n −   −  = . 

( ) ( )
3 22 2 2 23 1

Ta 0
2 2

n n + −   + −  = , 

( )3 2 2 2 2 2 3 2 2 2 2 21 3 1
3 3 Ta 0

2 2 2
n n n n

 
 + −   + −   + −   −  = 

 
, 

2 21

2
n =  , 

3 2
3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 3 1 1

3 Ta 0
2 2 2 2 2 2

n n n n n n n
     

 +  −    +  −   −  =     
     

2 2
3 4 4 4 43 1

Ta 0
4 2 2

n
n n

  
 −   −  + = 

 
. 

Корни уравнения: 

4 43

4
p n= −  ,    

2 2
4 41

Ta
2 2

n
q n

  
= −  + 

 
, 
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1 A B= + , 

( )2,3
3

2 2

A B
i A B

+
= −  − , 

3

2

q
A Q= − + ,    3

2

q
B Q= − − , 

3 2

3 2

p q
Q

   
= +   
   

; 

 

2 2
4 4 4 4 4 41

Ta
4 4 2 4

n n n
Q

    
 = + −       

    

  
, 

2 2
2 2 2 2 4 4 4 4

4 43
1 1

Ta Ta
4 2 2 4 2 4

n n n n
A n

    
= + + + −             

   
 , 

2 2
2 2 2 2 4 4 4 4

4 43
1 1

Ta Ta
4 2 2 4 2 4

n n n n
B n

    
= + − + −             

   
 , 

 

Вернемся к системе уравнений (2.1.17) – (2.1.21). Из уравнения (2.1.21) 

найдем выражение для дивергенции скорости 

( )0 cos cos cos
w

D n W kx ky n z
z


= − = −     


. 

Из уравнения (2.1.20) найдем выражение для возмущения 

температуры 

( )
( )02 2 2

1
cos cos  sin

2
W kx ky n z

k n
 =     

+ 
. 

Из уравнения (2.1.19) найдем выражение для возмущения давления 
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( ) ( )2 2 20
2 2 2

1 Ri
2 cos cos  cos

Re 2

W
p k n kx ky n z

n k n

 
 = +  −     −  +  

 

( )
( )0

2 2 2 2

Re cos sin 
sin cos sin

Ro 2 Ro 2 2H L

W n kx ky
kx ky n z

n k k k n

 
  −   − 

  + 
 

. 

Из уравнения (2.1.18) найдем выражение для завихренности  

( ) ( )
22

2 2 20
2 2 2

Ro 2
2 Ra cos cos cos

Re 2

LW k
k n kx ky n z

n k n

  
 = − +  −     − 

 +   

( )
( )0 2 2 2

Re 1
cos sin sin

Ro 2H

W kx ky n z
n k n

−   
 + 

. 

Рисунки 2.2 и рисунок 2.3 показывают поля завихренности, 

температуры  и давления на высоте 0 5z .=  (характерные для более низкой 

высоты) и 1 5z .=  (характерные для верхнего уровня) вихревого движения. 

    p  

Рисунок 2.2. Поля завихренности ( ), температуры ( ) и давления ( p ) на 

низком уровне ( 0 5z .= ). 
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    p  

Рисунок 2.3. То же самое как рисунке 2.2, но на высоком уровне ( 1 5z .= ). 

 

Из рисунков 2.2 и 2.3, мы видим что, если поле движения в более 

низком уровне имеет циклоническую завихренность, то поле движения на 

верхнем уровне имеет антициклоническая завихренность. Более низкий 

уровень соответствует низкому давлению в центре, а верхний уровень – 

более высокий давлению в центре. 

Декомпозиция (разложение) трехмерного вихревого движения 

Известно что, если скорость ( )u,v v  является двумерной, то u  и v  

могут быть представлены через функцию тока   и потенциал скоростей  : 

u
y x

 
= − +

 
,     

x y

 
= +
 

v .                                       (2.3.1) 

Теперь мы знаем, что трехмерное вихревое движение ( )x,y,zv  

удовлетворяет трехмерному уравнению неразрывности, из которого мы 

получим 

2
w u

D
z x y

   
= − = − + = −  

   

v
,                              (2.3.2) 

где 
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2 2

2 2 2x y

   
  = +

 
.                                             (2.3.3) 

Интегрирование уравнения (2.3.2) по переменной z  даст 

( )2 2d d
w

z w z
z


= =  −  =  

  ,                             (2.3.4) 

где   удовлетворяет соотношению 

dz = −  , 

или 

z


= −


,                                                   (2.3.5) 

где   называют конвективным потенциалом скоростей. 

Из уравнений (2.3.1) и (2.3.5) трехмерное поле скоростей 

представляется в виде 

u
y x z

   
= − −  

   
,                                        (2.3.6) 

x y z

   
= −  
   

v ,                                        (2.3.7) 

2w =   .                                                 (2.3.8) 

Разложение трехмерного ветра получим, сравнивая уравнения (2.3.6) – 

(2.3.8) с уравнением (2.2.1) – (2.2.3) 

( )0
2

cos cos  sin
2

W
kx ky n z

k
 = −     ,                            (2.3.9) 

( )0 2
cos cos cos

2

n
W kx ky n z

k


 =     ,                            (2.3.10) 
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( )
( )0 3 2 2 2

Re 1
cos cos cos

Ro 2 2L

W kx ky n z
k k n

 =    
+ 

.         (2.3.11) 

Составляющую с конвективным потенциалом скоростей в уравнениях (2.3.6) 

– (2.3.8) называют конвективной частью, а с величиной   называют 

геострофической частью. 

Выводы к главе 2 

1. Разработана математическая модель стационарного трехмерного 

атмосферного вихря с учетом зависимости плотности воздуха от 

функции перегрева.   

2. Получено выражение для критического числа Рэлея, характеризующего 

вихревое состояние атмосферы. 

3. Показано, что в то время как воздушная частица в нижнем уровне по 

спирали сходится к центру, воздух поднимается вверх, находясь в 

неустойчивом состоянии. После того, как воздушная частица достигает 

некоторого уровня, воздушная частица начинает по спирали 

расходиться. Из построенного графика видно, что движение воздушной 

частицы принимает трехмерную спиральную структуру. 

4.  Установлено, что, если горизонтальное воздушное движение является 

сходящимся в нижних слоях атмосферы, то вихрь имеет 

циклоническую завихренность в нижних слоях атмосферы, при этом 

центр циклонического вихря имеет низкое давление. 

5.  Показано, что центр циклонического вихря является нагретым 

центром. 

6. Установлено, что если поле движения в более низком уровне имеет 

циклоническую завихренность, то поле движения на верхнем уровне 

имеет антициклоническая завихренность. Более низкий уровень 

соответствует низкому давлению в центре, а верхний уровень – более 

высокий давлению в центре. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

На основе исследований, проведенных в диссертационной работе, 

получены следующие основные выводы и результаты. 

1. Разработана математическая модель стационарного трехмерного 

атмосферного вихря с учетом зависимости плотности воздуха от 

функции перегрева.   

2. Получено выражение для критического числа Рэлея, характеризующего 

вихревое состояние атмосферы. 

3. Показано, что в то время как воздушная частица в нижнем уровне по 

спирали сходится к центру, воздух поднимается вверх, находясь в 

неустойчивом состоянии. После того, как воздушная частица достигает 

некоторого уровня, воздушная частица начинает по спирали 

расходиться. Из построенного графика видно, что движение воздушной 

частицы принимает трехмерную спиральную структуру. 

4.  Установлено, что, если горизонтальное воздушное движение является 

сходящимся в нижних слоях атмосферы, то вихрь имеет 

циклоническую завихренность в нижних слоях атмосферы, при этом 

центр циклонического вихря имеет низкое давление. 

5.  Показано, что центр циклонического вихря является нагретым 

центром. 

6. Установлено, что если поле движения в более низком уровне имеет 

циклоническую завихренность, то поле движения на верхнем уровне 

имеет антициклоническая завихренность. Более низкий уровень 

соответствует низкому давлению в центре, а верхний уровень – более 

высокий давлению в центре. 
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